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قدمةالم  
 

ب  
 

  المقدمة:

(، وهي موجهة بالأساس إلى طلبة السنة أولى 2هذه المطبوعة ضمن مقياس الاحتمالات )الإحصاء  تندرج   
 كلياتيستفيد منها طلبة مختلف ال جذع مشترك لكلية العلوم الإقتصادية والتجارية وعلوم التسيير، كما يمكن أن

 الأخرى، الذين يدرسون هذا المقياس.

أن غالب طلبة إلى وهذه المادة هي من أكثر المواد التي يجد الطلبة صعوبة في فهمها، وهذا ناتج بالأساس      
د الكمية مثل ويجدون صعوبة في الموا في الثانوية، العلوم الاقتصادية كانوا يدرسون شعبة العلوم الاقتصادية

الرياضيات، الإحصاء، الاقتصاد الجزئي،...الخ، وكذلك أنها تتطلب ذكاء أكثر مقارنة مع مقياس الإحصاء 
الوصفي، حيث أن في هذا الأخير فالطالب مطالب فقط بحفظ القوانين ومعرفة كيفية تطبيقها، وصعوبته الأكبر 

 مرينات. تتمثل في التركيز في العمليات الحسابية أثناء حل الت

وفي الغالب عندما لا يتطلب الأمر شرح كبير، فإنه يمكن حل مختلف تمارين مادة الاحتمالات من خلال عدد     
أسطر صغير، وهذا مقارنة بحلول تمارين الاحصاء الوصفي التي تكون حلولها طويلة نوعا ما، حيث تتطلب الكثير 

عا ما، وهذا حتى وإن كان الطالب يعرف الحل مسبقا، من الجداول والعمليات الحسابية، وهي تتطلب وقت نو 
عكس مادة الاحتمالات فإن الصعوبة تتمثل في معرفة طريقة الحل، وبمجرد معرفة الطريقة فالحل لا يتطلب وقت  

 كبير. 

وهذه المطبوعة تغطي جميع محاور مادة الاحتمالات حسب ما هو مقرر من طرف وزارة التعليم العالي، وكل      
ر يتضمن ملخص له، ثم تمارين محلولة لهذا المحور، حيث تم الحرص قدر المستطاع أن تكون هذه التمارين محو 

متدرجة من الأسهل إلى الأصعب، وأن تكون في مستوى الطلبة نوعا ما، وأن يتم التوضيح قدر المستطاع في 
ريقة الحل، ونشير إلى أنه يمكن صياغة نصوص هذه التمارين، بالقدر الكافي الذي يسمح ويسهل الوصول إلى ط

ا إذا كانت طريقة الحل صييية أو لا، وذلك من خلال تصغير  من التمارين أن يتككد بنفسه مللطالب في الكثير
عدد وحجم معطيات التمرين ثم حساب وتعداد الإمكانيات أو الاحتمالات بالحالة، وأيضا تطبيق القانون أو 

 العد والحساب بالحالة.   ةة ما إذا كانت الطريقة الإحصائية تتوافق مع طريقطريقة الحل الإحصائية، ثم مقارن

 



 
 

 
 

 
 

 الفصل الأول:
 )مبادئ العدّ( التحليل التوافقي

 

 ملخص:-1

.الترتيب مهم والتكرار غير مسموح به 

.الترتيب مهم والتكرار مسموح به 

.الترتيب غير مهم والتكرار غير مسموح به 

مهم والتكرار مسموح به. الترتيب غير 

 تمارين محلولة. -2



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

  
 

 ملخص: .1

الهدف من هذا المحور، هو معرفة عدد طرق وإمكانيات اختيار أو ترتيب مجموعة من العناصر، حيث في      
الحالة البسيطة عندما يكون عدد هذه العناصر صغير جدا، فإنه لا تكون هناك حاجة كبيرة إلى قوانين التحليل 

 الحالة العامة عندما يكون عدد هذه التوفيقي، بل يمكن إيجاد عدد الطرق بالحساب والتعداد بالحالة، وأما في
، nالعناصر كبير فإنه لا بد من استخدام قانون معين، وقد تكون عندنا مجموعتين، مجموعة أصلية عدد عناصرها 

، وقد تكون عندنا مجموعة واحدة فقط لمعرفة rعدد عناصرها  ر منها أو نرتب منها مجموعة جزئيةونريد أن نختا
، ويمكن التمييز بين مختلف القوانين في هذا الشأن من خلال معيار nمز لعدد عناصرها بـــ عدد طرق ترتيبها، ونر 

 الترتيب والتكرار، حيث قد يكون الترتيب مهم أو غير مهم، وقد يكون التكرار مسموح به أو غير مسموح به.

  :تغيير ترتيب عنصرين أو أكثر في  عند أنه معناه، الترتيب مهم كان إذامعنى الترتيب مهم أو غير مهم
، أ ب جمجموعة العناصر التي نريد اختيارها أو تكوينها، فإنه يتم حسابها وعدِّها أنها حالة أخرى، فمثلا حالة 

تعتبران هنا حالتان مختلفتان، والعكس صحيح عندما يكون الترتيب غير مهم، فهنا مثلا يتم اعتبار أ ج ب وحالة 
 ، نفس الحالة.أ ج ب ، وحالةأ ب جأن حالة 

  :إذا كان التكرار مسموح به معناه أنه يمكن أن نختار نفس معنى التكرار مسموح به أو غير مسموح
العنصر أكثر من مرة، وبالتالي تكون العناصر التي نريد اختيارها أو تكوينها يمكن أن تتضمن عناصر متشابهة أو 

أ أ أ،...الخ، أما إذا كان التكرار غير مسموح به فمعناه أن كل مكررة أكثر من مرة، مثل المجموعات أ أ ب ج، أ 
عنصر في المجموعة التي نريد تكوينها يمكن أن يظهر مرة واحدة أو لا يظهر أصلا، ويمكن فهم ذلك أكثر من 

 خلال التمارين وحلولها في هذا المحور.
  ونرمز لها بـــ بدون تكرار ترتيبة تسمى هذه الحالة الترتيب مهم والتكرار غير مسموح به:  1.1

حيث إذا  ،  
، فإن عدد rعدد عناصرها  ، ونريد تشكيل منها مجموعة جزئيةnكانت لدينا مجموعة أصلية عدد عناصرها 

     :          الحالات الممكنة للترتيب هو
  

    

       
 

أقل من أو يساوي عدد عناصر المجموعة الأصلية؛  يكون عدد عناصر المجموعة الجزئية حيث في هذه الحالة     
، أي أنه عندنا مجموعة واحدة ونريد ترتيب عناصرها، فهذه الحالة هي r=n، وفي حالة ما إذا كان r≤nأي  

                                                           
   .قد يكون عدد عناصر المجموعة الجزئية أكبر من الأصلية، كما في الحالة التي يكون فيها التكرار مسموح به 
  في قوانين  هذا مستحيليتبادر إلى الذهن أنه ما دام القوانين تتضمن عملية قسمة، فإنه يمكن أن تكون النتيجة بالفاصلة، لكن نشير إلى أن  قد

 التحليل التوافقي. 



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

  
 

حيث يكون عدد طرق الترتيب هو: (،   تبديلة بدون تكرار )حالة خاصة من الترتيبة بدون تكرار وتسمى 
 قانون الترتيبة بدون تكرار سنجد نفس النتيجة، وذلك كالآتي:  ، وإذا ما استخدمنا  

     
  

  

      
 

  

  
 

  

 
    

 ، فمثلا:                   يسمى القانون الأساسي للعدّ، حيث:         

        ، وفي الحالة العامة يكون:              

 تبديلة مع تكرارتتضمن عناصر مكررة، فإن هذه الحالة تسمى  nوفي حالة ما إذا كانت مجموعة العناصر      
مرة، فيكون قانون التبديلة مع التكرار   βمرة، وعنصر آخر مكرر  αفبافتراض أن عنصر معين مكرر  (، ̃  )

̃  كالآتي:     
  

     
 

  ونرمز لها بـــ ترتيبة مع تكرار، تسمى الترتيب مهم والتكرار مسموح به:  1.1
، قائمةوالبعض يسميها ، ̃ 

  ويتم حسابها كالآتي:       
 ̃      

، وفي n، أكبر من عناصر المجموعة الأصلية r يكون عدد عناصر المجموعة الجزئية ونشير إلى أنه يمكن أن     
  حالة ما إذا كان نفس عدد العناصر للمجموعتين، فإن:  

 ̃    
  بـــ  بالتوفيقة بدون تكرار، ونرمز لها وتسمىالترتيب غير مهم والتكرار غير مسموح به:  1.1

 حيث:،  

  
  

    

         
 

  حيث أن العلاقة بين التوفيقة بدون تكرار والترتيبة بدون تكرار، تتمثل في أن:        
  

  
 

  
، ويمكن إثبات 

  ذلك كالآتي: 
  

    

         
 

    

      

  
 

  
 

  
  

  : وهناك بعض الحالات العامة والشهيرة، كالآتي
    

    ,   
        

   , ,   
     

بدون تكرار، أو الترتيبات بدون تكرار، مباشرة  ونشير إلى أنه أثناء التطبيق العددي يمكن حساب التوفيقات     
   بالآلة الحاسبة، مثل حساب:  

  ،  
 ،...الخ. 

وتسمى التوفيقات مع التكرار، وهي حالة نادرة الحدوث في الترتيب غير مهم والتكرار مسموح به:  1.1
  الواقع، ونرمز لها بـــ 

  حيث:             ، ̃ 
 ̃        

  
        

        
 

                                                           
  موح به بل تعني وجود وهنا نشير إلى ملاحظة مهمة يغفل عليها الكثير من الطلبة، وهو أن تسمية تبديلة مع تكرار لا تعني أن التكرار مس

هم عناصر مكررة )متشابهة( في المجموعة الأصلية التي نريد تطبيق عليها قانون التبديلات؛ أي أن التبديلة مع التكرار تتضمن أن الترتيب م
 والتكرار غير مسموح به، ووجود عناصر متشابهة )مكررة( في المجموعة الأصلية.



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

  
 

 تمارين محلولة: .1

 :1تمرين

 ؟( مقاعد5( أشخاص في طاولة مستطيلة تحتوي على )3ماهي عدد الطرق التي يمكن أن يجلس بها )      

 الحل: 

؛ لأنه في حالة تغيير ترتيب وضعية جلوس الأشخاص تحسب على أنها طريقة الترتيب مهميمكن ملاحظة أن      
 أخرى، وهذا حتى وإن لم يتم التعبير عن ذلك صراحة في صيغة التمرين، إلى أنه يمكن استنتاج ذلك.وحالة 

، لأنه لا يمكن ومستحيل منطقيا أن يجلس نفس الشخص في التكرار غير مسموح بهكذلك نلاحظ أن       
 مقعدين في نفس الوقت )من مسلمات وبديهيات العقل(.   

  القانون المناسب لهذا هو قانون الترتيبات بدون تكرار:     إذن والحالة هذه فإن      
  

  

      
 

    طريقة                     
    

  
  

      
 

  

  
 

         

   
    

ونشير إلى أنه في حالة ما تم إحصاء عدد الحالات تجريبيا، فسنجد نفس النتيجة، وهو ما يؤكد أن القانون      
المستخدم صحيح، أو حتى يتم تسهيل عملية الحساب التجريبي، فيمكن الحفاظ على نفس صيغة التمرين وتصغير 

، ثم يتم تطبيق n=3و  r=2ن يأخذ مثلا فقط حجم )عدد العناصر( لكل من المجموعة الجزئية والأصلية، كأ
 قانون الترتيبات بدون تكرار، والحساب التجريبي، فسنجد نفس النتيجة.

 : 1تمرين 

 ( مقاعد.5( أشخاص الجلوس في طاولة مستطيلة تحتوي على )5يرغب )     
 / ما هو عدد الطرق الممكنة لذلك؟1
يجب أن يكونوا بجانب بعضهم، بحيث يكون أ قبل ب، فما عدد الطرق الممكنة  أ ب/ إذا كان الشخصين 2

 لجلوس الأشخاص الخمسة؟

                                                           
  كانت لوقاعد مرقمة أو لا )متشابهة أو لا(، لأن ذلك لا يؤثر ولا يهم في طريقة الحل،  وهذا عكس لا يهم ذكر في صيغة التمرين أن الم 

 علم. الطاولة مستديرة، لأنه في حالة الطاولة المستطيلة فإنه يوجد معلم للترتيب، وهو طرفي الطاولة، أما في الطاولة المستديرة فلا يوجد م
 



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

  
 

)الترتيب  يجب أن يكونوا بجانب بعضهم، بغض النظر عن ترتيبهم بالنسبة لبعضيهما أ ب/ إذا كان الشخصين 3
 ، فما عدد الطرق الممكنة لجلوس الأشخاص الخمسة؟بينهما لا يهم(

يجب أن يكونوا بجانب بعضهم، فما عدد الطرق الممكنة لجلوس الأشخاص  أ بان الشخصين / إذا ك4
 الخمسة؟

في المكان الخامس، فما هو عدد  )ب(( يجب أن يكون في المكان الثالث، والشخص )أ / إذا كان الشخص5
 الطرق الممكنة لجلوس الأشخاص الخمسة؟

   الحل:

التي تعتبر حالة خاصة من  بدون تكرار ات بدون تكرار، أو التبديلات/ القانون المناسب هو قانون الترتيب1
الأشخاص( يســـاوي عدد عنــــاصر الجزئية )الترتيبات بدون تكـــرار، لأن في هذه الحــــالة عدد عناصر المجموعة 

  ، ويكون:  n=rالمجموعة الأصلية )المقاعد(؛ أي:  
    

     
 من خلال التطبيق العددي نجد عدد الطرق الممكنة هو: إذن     

  طريقة         
    

  
  

      
 

  

  
 

  

 
                  

             : بدون تكرار ويمكن الحل مباشرة باستخدام قانون التبديلية     

( 5( أشخاص في طاولة مستطيلة تحتوي على )4كذلك نشير إلى أنه سنجد نفس النتيجة في حالة جلوس )      

  مقاعد، حيث أننا سنجد أن: 
  

  

  
 

  

 
                  

  وهذا ناتج بالأساس على أن:        
    

       . 

  أي أنه في الحالة العامة:         
    

      وذلك ناتج بالأساس على أن:  ،       

يتواجدون بجنب بعضهم بنفس الترتيب، يصبح وكأنهم شخص واحد، وبالتالي عدد  أ ب/ بما أن الشخصين 2
  أشخاص، والعدد هو:  4الحالات الممكنة، هو عدد حالات جلوس 

        

ا إلى جنب بعضهم، فنفس نتيجة السؤال / بما أن الشخصين أ، ب، لا يهم الترتيب بينهما، والمهم أن يتواجدو 3
أشخاص، وبالتالي عدد طرق جلوسهم  4السابق، حيث نعتبر الشخصين كشخص واحد، ويصبح وكأنه عندنا 

  هو: 
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/ بما أنه في صيغة السؤال لم يقل أن الترتيب غير مهم بين الشخصين أ، ب، فيبقى يتبعان أصل التمرين وهو أن 4
م، مع شرط تواجدهما بجنب بعضهما، وبالتالي عدد الامكانيات هو عدد الحالات بحيث يكون الترتيب مهم بينه

 الشخص أ قبل ب، ونضيف لها عدد الحالات بحيث يكون الشخص ب قبل أ،  أي عدد الامكانيات هو:

         

في المكان الخامس، فيصبح عدد الحالات الممكنة، هو  )ب(في المكان الثالث، والشخص  )أ(/ نضع الشخص 5
  عدد حالات جلوس )تبديل( الأشخاص الثلاثة الباقين، في ثلاثة الأماكن الباقية، والعدد هو: 

       

 :1تمرين 

 . ( مقاعد5( أشخاص الجلوس حول طاولة مستديرة تحتوي على )5يرغب )     

 / ما هي امكانيات الجلوس؟1

 ، لا يجب أن يجلسا جنب إلى جنب؟ أ، ب{امكانيات الجلوس، إذا كان شخصين }/ ما هي 2

 الحل:

حل هذا التمرين على فكرة أنه لا يوجد معلم معين لترتيب وجلوس الأشخاص في المقاعد، لأن المقاعد  / يعتمد1
 غير مرقمة، وبالتالي نقع في إشكالية تكرار حساب حالات معينة أكثر من مرة، ويمكن توضيح ذلك كالآتي:

                                                                    

 

لأنه لا يوجد مَعْلم للتريب، هــ، -د-ج-ب-أففي هذا المثال فإن ترتيب الأشخاص هو نفسه، وهو      
فسيحصي لنا نفس  بدون تكرار وتصبح الطاولة المستديرة وكأنها في الفضاء، ولو استخدمنا قانون التبديلات

 في مقعد ما، كمعلم للترتيب، وبالتالي يصبح الحالات أكثر من مرة، لذلك ينبغي أن نثبت شخص معين
 ( أشخاص، ثم نستخدم قانون التبديلات، وذلك كالآتي: 4الأشخاص الذين نريد ترتيبهم هم )

                                                           
  من هذا الفصل، لأنه يصبح هناك   والتمرين  1لمقاعد مرقمة )غير متشابهة(، فإن طريقة الحل مثل التمرين لو تم ذكر في صيغة التمرين أن ا

 معلم وامكانية للترتيب، أي وكأننا في طاولة مستطيلة.

 أ

 ب

 د ج

ه

 ـ

ه

 أ

 ب
 ج

د

 ـ
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 طريقة                    

/ عدد الحالات المرغوبة بحيث لا يجلس الشخصين }أ، ب{، بجانب بعضهم، هو كل الحالات منقوص منهم 2
 التي يتواجد الشخصين }أ، ب{ بجانب بعضهم.الحالات 

في الحالات التي يتواجد فيها الشخصين }أ، ب{ بجانب بعضهم، يعتبر الشخصين وكأنهم شخص واحد،      
 ونلاحظ أن هناك حالتين، حالة الشخص أ يكون قبل ب، وحالة الشخص ب يكون قبل أ.

أشخاص حول الطاولة، وبما أنه لا يوجد معلم للترتيب )مثل  4، فكأننا نريد اجلاس ففي حالة أ قبل ب 
أشخاص معنيين بالترتيب،  3السؤال السابق(، فنقوم بتثبيت شخص كمعلم للترتيب، وبالتالي يصبح هناك 

، وبالتالي يكون عدد الحالات     ، فالعدد هو: في حالة ب قبل أ، ونفس الشيء     وعددهم هو: 
         التي يكون فيها الشخصين }أ، ب{ بجانب بعضهم، هو: 

                      وبالتالي عدد الحالات المرغوبة هو:      

: نقوم بتثبيت الشخص أ في مكان معين كمعلم للترتيب، وبالتالي يصبح الشخص ب لا يمكنه أن يجلس 1طريقة 
أي الشخص ب يتبقى له مكانين فقط للجلوس )المكان الثالث  وبعد مكان جلوس الشخص أ، في المكانين قبل

والرابع بعد مكان جلوس الشخص أ(، فعند جلوس الشخص ب في المكان الثالث، يتبقى ثلاثة أماكن متاحة 
، ونفس الشيء عند جلوس الشخص ب في     لثلاثة الأشخاص الباقيين، وعدد حالات جلوسهم هو 

، وبالتالي يكون عدد الحالات المرغوبة     وس الثلاثة الأشخاص الباقين هو المكان الرابع، فعدد حالات جل
         هو:  

 :1تمرين 
 ( مقاعد؟5( أشخاص حول طاولة مستديرة تحتوي على )3ما هو عدد الطرق التي يمكن أن يجلس بها )     

 الحل:
، كمعلم للترتيب، ثم نقوم بترتيب مثل التمرين السابق، فإننا نقوم بتثبيت شخص معين في مقعد معين     

 ( المقاعد المتبقية، وبما أن الترتيب مهم والتكرار غير مسموح، إذن فسنستخدم قانون 4الشخصين المتبقيين حول )

  الترتيبات بدون تكرار  كالآتي: 
  

  

      
 

  

  
 

       

   
  طريقة    
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 : 5تمرين 

 الآتية }أ، ب، ت، ث{.من الأحرف انطلاقا من مجموعة مكونة      

 ما عدد الكلمات التي يمكن أن نحصل عليها من خلال تغيير )تبديل( ترتيب هذه الأحرف؟/ 1

 الترتيب السابق )أ قبل ب(؟ب/ ما هو عدد الكلمات بحيث يتواجد الحرفين أ، ب، بجانب بعضيهما و 2

 /  ما هو عدد الكلمات بحيث يتواجد الحرفين أ، ب، بجانب بعضيهما؟3

 الحل:

  :بدون تكرار ، اذن نستخدم قانون التبديلاتr=nنلاحظ أن الترتيب مهم، التكرار غير مسموح به، / 1

  
              

حرف واحد، وكأنهما  بما أن الحرفين أ، ب،  يتواجدان بجانب بعضيهما، بحيث أ قبل ب، فإنهما يعتبران /2
  حروف، ويكون عدد الكلمات هو:   3وبالتالي يصبح عندنا 

             

كلمات(، لكن كل    6عدد الكلمات بحيث يتواجد الحرفين أ، ب، بجانب بعضيهما، هو مثل السؤال السابق )/ 3
         كلمة تتضمن حالتين على حسب ترتيب الحرفين أ، ب، وبالتالي يصبح عدد الكلمات هو: 

 : 6تمرين 

 الآتية }أ، أ، ب، ب، ب، ت، ث{. انطلاقا من مجموعة مكونة من الأحرف     

 ما عدد الكلمات التي يمكن أن نحصل عليها من خلال تغيير )تبديل( ترتيب هذه الأحرف؟/ 1

أحرف التي يمكن تشكيلها من خلال المجموعة السابقة، بحيث أن أي  3هي عدد الكلمات المكونة من  ما /2
 حرف لا يمكن أن يظهر في هذه الكلمات أكثر مما هو موجود في المجموعة الأصلية؟

 الحل: 

ية، إذن ، بعض الأحرف مكررة في المجموعة الأصلr=nنلاحظ أن الترتيب مهم، التكرار غير مسموح به، / 1

̃  نستخدم التبديلات مع التكرار:    
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يمكن حصر عدد الكلمات في ثلاث حالات، حالة الكلمات تتضمن حروف مختلفة، أو حالة الكلمات  /2
 حروف متشابهة. 3تتضمن حرفين متشابهين، أو حالة الكلمات تتضمن 

  هو:    عدد الكلمات في الحالة الأولى
  

  

      
 

  

  
    

  9وهي  تتضمن الكلمات التي يظهر فيها الحرف أ مرتين مع حرف آخر )ب، ت، ث( الكلمات في الحالة الثانية
   : كلمات

    
 ، أو الكلمات التي يظهر فيها الحرف ب مرتين مع حرف آخر )أ، ت، ث(      

   كلمات:   9وهي 
    

 كلمة.   11هو  عدد الكلمات الحالة الثانيةوبالتالي  ،      

  هو كلمة واحدة )ب ب ب(. عدد الكلمات في الحالة الثالثة

                 أحرف هو:  3وبالتالي العدد الإجمالي للكلمات المكونة من     

نوع الأسئلة الشبيهة بالسؤال الأخير ليس لها طريقة حل عامة ومشتركة بينها، بل  وفي الأخير نشير إلى أن     
 على حسب طبيعة السؤال.

 :     7تمرين 

كرات واحدة بعد الأخرى وبدون إرجاع،   3، نسحب 6إلى الرقم  1كرات مرقمة من الرقم   6به  صندوق     
 فما هو عدد الأعداد التي يمكن الحصول عليها من هذا السحب. 

 الحل:
، لأن السحب واحدة بعد الأخرى؛ أي وكأننا نسجل الرقم الذي خرج أولا هو الرتيب مهمنلاحظ أن      

؛ لأن السحب بدون إرجاع؛ معناه التكرار غير مسموح بهه، وهكذا، وكذلك نلاحظ أن الأول، ثم الذي بعد
عند سحب كرة معينة فلا يتم إرجاعها إلى الصندوق، ثم يتم سحب كرة أخرى، وهكذا، وبالتالي نستخدم قانون 

  الترتيبات بدون تكرار، وذلك كالآتي: 
  

  

      
 

  

  
 

           

     
     

 :8تمرين 

 ، فما هو عدد الإمكانيات أن يصل:7،...،أ2، أ1أشخاص: أ 7في سباق للعدو، يتسابق        

 في المرتبة الثانية؟ 4في المرتبة الأولى، والشخص أ 1/ الشخص أ1

 في المرتبة الخامسة؟ 4في المرتبة الثالثة، والشخص أ 1/ الشخص أ2
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 ، قبل باقي الأشخاص؟3، أ2، أ1/ الأشخاص أ3

 الحل:  

في المرتبة الثانية، فيكون عدد الحالات الممكنة هو عدد  4في المرتبة الأولى، والشخص أ 1/ نضع الشخص أ1
       امكانيات ترتيب خمسة الأشخاص )المتسابقين( الباقين في خمسة المراتب المتبقية، والعدد هو: 

في المرتبة  4الثالثة، والشخص أفي المرتبة  1/ تكون نفس نتيجة السؤال السابق، حيث أننا نضع الشخص أ2
       الخامسة، وبالتالي يكون عدد امكانيات ترتيب خمسة الأشخاص الباقين، هو:  

أي أنه في الحالة العامة فإن النتيجة نفسها، عند تحديد أشخاص معينين في مواضع محددة، بغض النظر عن      
من هم الأشخاص بالضبط، وأي المواضع بالضبط، فيكون عدد الامكانيات هو عدد امكانيات ترتيب 

 الأشخاص الباقين في المواضع الباقية.  

،        ، في المراتب الثلاثة الأولى 3، أ2، أ1ترتيب الأشخاص أ / عدد الامكانيات هو عدد امكانيات3
، وبالتالي العدد        وعدد امكانيات ترتيب الأشخاص الأربعة الباقين، في المراتب الأربعة الأخيرة الباقية 

 .         هو:  

 :9تمرين 
 متنافسين. 11في مسابقة توظيف، أُجري امتحان لــ      

أشخاص، من أجل شغل المناصب الآتية: مدير، نائب أول، نائب ثاني، ماهي عدد  3/ من أجل اختيار 1
 إمكانيات هذا الاختيار؟     

أمُناء، ما هو عدد  3أشخاص، من أجل شغل المناصب الآتية: مدير، نائب أول،  5/ من أجل اختيار 2
 امكانيات هذا الاختيار؟

للمتنافسين جميعهم، وفي كل مرة نختار الناجح الأول ونعطيه جائزة، بحيث أننا  راتم 3/ نقوم بتكرار الامتحان 3
 لدينا ثلاث جوائز متشابهة نريد توزيعها، فما هو عدد طرق توزيع هذه الجوائز؟

 : الحل

، لأنه في حالة مثلا نجاح ثلاثة أشخاص متربين كالآتي: )أ، ب، ج(، فإن بهذا الترتيب مهم/ نلاحظ أن 1
الترتيب يعتبر )أ( هو المدير، )ب( النائب الأول و)ج( النائب الثاني، وأما إذا كانوا مرتبين كالآتي: )ب، أ، ج(، 
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ائب الثاني، وأما التكرار فإنه تعتبر وتحسب حالة أخرى، لأن )ب( يصبح هو المدير، )أ( النائب الأول و)ج( الن
؛ لأنه مستحيل أن يوجد شخص معين في منصبين في نفس الوقت، فلذلك نستخدم الترتيبات فغير مسموح به

 بدون تكرار، وذلك كالآتي:

               
  

   

       
 

   

  
 

                    

     
   طريقة        

/ نلاحظ أن التكرار غير مسموح به، والترتيب مهم للمنصبين الأول والثاني )مدير ونائبه(، وغير مهم للمناصب 2
الثلاثة الأخيرة )ثلاثة أمُناء(، وبالتالي نستخدم الترتيبات بدون تكرار للمنصبين الأول والثاني، والتوفيقات بدون 

أشخاص لوضعهم في المنصبين الأول  11صين من بين تكرار لثلاثة مناصب الأخيرة، حيث بعد اختيار شخ
أشخاص الباقين، لوضعهم في ثلاثة المناصب الأخيرة، وبالتالي عدد  1والثاني، يتم اختيار ثلاثة أشخاص من بين 

   الامكانيات هو: 
    

  
   

       
 

  

         
            

والتكرار مسموح به لأنه يمكن لنفس الشخص أن ينجح ، / نلاحظ أن الترتيب غير مهم لأن الجوائز متشابهة3
 :أكثر من مرة، إذن نحن بصدد التوفيقات مع التكرار، ويكون عدد الطرق هو

   
 ̃         

     
  

   

          
     

 
 : 11تمرين 

مواد أولية،  3في مخبر للبحوث الطبية، يريد الباحثين صناعة دواء معين، وذلك من خلال اجراء تجارب بمزج      
مواد أولية مختلفة لإجرائها في هذه  5، حيث أن الباحثين يملكون %21، %31، %51بنسب مختلفة، كالآتي: 

 التجارب، فما عدد أنواع المزيج التي يمكن الحصول عليها؟

 :الحل

مواد معينة لإدخالها في المزيج، فإن هناك حالات مختلفة لمزجها 3نلاحظ أن الترتيب مهم، لأنه عندما نختار      
( %31(، ب )%51على حسب النسب، فمثلا المواد الأولية أ ب ج، يتم مزجها بالنسب الآتية: }أ)

..الخ، وكذلك نلاحظ أن التكرار غير مسموح به؛ لأن ({،.%21( ج)%51(، ب )%31({، }أ)%21ج)
كل مادة أولية تدخل مرة واحدة، وغير منطقي أن تدخل مرتين في المزيج، إذن نحن بصدد ترتيبات بدون تكرار، 

  وبالتالي عدد أنواع المزيج )الأدوية( هو:  
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 :11تمرين 

 3أسواق متاحة، وهذا لتوزيع  7أسواق من بين  3ا مؤسسة ما هو عدد الطرق التي يمكن أن تختار به     
 منتجات )أ، ب، ج(، حيث كل منتج يوجه لسوق معين؟ 

 :الحل

منتجات )أ، ب، ج(  3أسواق لا يهم فيها الترتيب، لكن لتوزيع  3، لأن اختيار الترتيب مهمنلاحظ أن      

  فإن الترتيب مهم، وبالتالي تكون النتيجة كالآتي: 
  

  

      
 

  

  
 

           

       
    

، وذلك بملاحظة أنه عندنا تجربتين متتاليتين، أو ما يسمى بالتجربة المركبة بطريقة ثانيةأو يمكن أن نحل       
 )المجزئة(، حيث أنه لا يمكن أن تتم التجربة الثانية إلا بعد أن تتم الأولى، وبالتالي يكون:

 د الكلي= )عدد طرق التجربة الأولى( و)عدد طرق التجربة الثانية(العد                       

أسواق، وبالتالي فإن الترتيب غير مهم  7أسواق من بين  3عدد طرق التجربة الأولى هو عدد طرق اختيار      
 والتكرار غير مسموح به، أي نستخدم التوفيقات بدون تكرار، ومنه نجد أن عدد طرق التجربة الأولى هو:

                              
  

  

         
 

  

     
 

           

           
           

أسواق مختارة )بعد أن تتم  3منتجات )أ، ب، ج( على  3عدد طرق التجربة الثانية هو عدد طرق توزيع      
، تبديلةن نحن بصدد ، إذr=nعملية اختيارها(، فنلاحظ بأن الترتيب مهم والتكرار غير مسموح به، وأيضا 

 .    ويكون عدد الطرق هو: 

 )عدد طرق التجربة الثانية( ومنه فإن العدد الكلي= )عدد طرق التجربة الأولى( و     

 طريقة )نفس نتيجة الطريقة الأولى( 31=  6×               5=                                              

 

 
                                                           

   الجمع )+(، وهذا إذا كنا بين ، أما )أو( فتترجم إحصائيا إلى علامة ×في الاحتمالات يترجم في التعبير اللغوي الحرف )و( إلى علامة الجداء

 (.(، وأما )أو( فتترجم إلى رمز الاتحاد )الحرف )و( إلى رمز التقاطع ) أعداد، وأما إذا كنا بين مجموعات فيترجم
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 :11تمرين

قارورات، ثم نقوم 4قارورات منها تحتوي على محاليل سامة، نقوم باختيار  5قارورة، حيث  15إذا كان لدينا      
بسحب قطرة من كل قارورة، ونقوم بمزج هذه القطرات، فنحصل على مزيج معين، ويكون هذا المزيج سام إذا كان 

 يتضمن على الأقل على قطرة واحدة سامة.

 في آن واحد: / إذا تم سحب القارورات1

 كم مزيج يمكن الحصول عليه؟ - أ
 كم مزيج غير سام؟ - ب
 كم مزيج سام؟ - ت
 / نفس الأسئلة السابقة، إذا تم سحب القارورات واحدة بعد الأخرى ومع الارجاع؟2

 الحل:

 / نلاحظ أن الترتيب غير مهم والتكرار غير مسموح به، إذن نستخدم التوفيقات بدون تكرار.1

   أنواع الأمزجة التي يمكن الحصول عليها هو:  أ/ عدد-1
  

   

          
      

   ب/ عدد الأمزجة الغير سامة هو: -1
  

   

          
     

   ت/ عدد الأمزجة السامة هو: -1
     

      
     

      
     

      
   

 (  
   

          
)  (

  

         
 

   

          
)  (

  

         
   )    

                    

     عدد الأمزجة السامة هو:            :1طريقة 
     

                

مهم، لكن التكرار مسموح به، لأن سحب القارورات على التوالي ومع الارجاع؛ أي أنه / نلاحظ أن الترتيب 2
 مع التكرار. ن مرة، وبالتالي نستخدم الترتيباتيمكن سحب نفس القارورة أكثر م

               أ/ عدد أنواع الأمزجة التي يمكن الحصول عليها هو:-2
 ̃            



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

1  
 

    :         ب/ عدد أنواع الأمزجة الغير سامة هو-2
 ̃            

  ت/ عدد أنواع الأمزجة السامة هو:-2

   
     

 ̃     
 ̃      

     
 ̃     

 ̃     
     

 ̃     
 ̃      

 ̃  
                                              

                                      

    عدد أنواع الأمزجة السامة هو:    :1طريقة 
 ̃     

 ̃                

 :11تمرين 

( أرقام، انطلاقا من مجموعة أصلية من العناصر مكونة 11شخص ما يريد تشكيل عدد سري مكون من )      
، إذا كانت يمكن أن تتضمن {، فما هو عدد الأعداد السرية التي يمكن تشكيلها3،  2، 1من الأرقام الآتية: }

 ؟ أرقام متشابهة

 الحل:    

ن عندنا عدد سري معين، فإنه عند تغيير ترتيب رقمين فهذا يعطينا ، لأنه اذا كاالترتيب مهمنلاحظ أن      
 عدد سري آخر )حالة أخرى(.

لأنه لو لم يكن التكرار مسموح و  لأن الأرقام يمكن أن تكون متشابهة، ونلاحظ أيضا أن التكرار مسموح به،     
 أرقام. 11به، فإنه لا يمكن ومستحيل تشكيل الأعداد السرية التي تحتوي 

  :  إذن نستخدم قانون الترتيبات مع التكرار     
 ̃               

امتحانات متتالية )امتحان بعد  5متنافسين )أ، ب، ج( لمسابقة معينة، فتم اجراء لهم  3تقدم   :11تمرين 
 الآخر(، حيث يمكن لمتنافس معين أن ينجح في أكثر من امتحان، فما هو عدد امكانيات النجاح؟ 

 الحل:

نلاحظ أن الترتيب مهم، وكذلك فإن التكرار مسموح به، إذن نستخدم الترتيبات مع التكرار، حيث أن      
 هي الامتحانات، وبالتالي نجد: خاص المتنافسين والمجموعة الجزئيةالمجموعة الأصلية هي الأش

  
 ̃            
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 :15تمرين 

}أ، ب، ت، ث، ج{، انطلاقا من أحرف هذه المجموعة، مجموعة أصلية مكونة من خمسة حروف الآتية:       
 فما هو عدد الكلمات المكونة من:

 أحرف؟  3  /1

 أحرف؟ 5  /2

 أحرف؟ 6  /3

 أحرف، مع وجوب أن تتضمن هذه الكلمات الحرف )أ(؟ 3  /4

 أحرف متمايزة؟  3  /5

 أحرف متمايزة، مع وجوب أن تتضمن هذه الكلمات الحرف )أ(، وغياب الحرف )ب(؟  3  /6

 الحل:

 نلاحظ أن الترتيب مهم، والتكرار مسموح به، اذن نحن بصدد ترتيبة مع تكرار، وبالتالي نجد:  /1

                                              
 ̃                                             

    أحرف هو:    5عدد الكلمات المكونة من   /2
 ̃             

    أحرف هو:    6عدد الكلمات المكونة من  /3
 ̃             

 أحرف، مع وجوب أن تتضمن الحرف )أ(، يحسب كالآتي: 3عدد الكلمات المكونة من  /4

)عدد الطرق حيث  والعدد المعني= )عدد الطرق حيث يظهر الحرف "أ" مرة واحدة ويظهر حرفين آخرين( أ   
 مرات(3يظهر الحرف "أ" مرتين ويظهر حرف آخر(  أو )عدد الطرق حيث يظهر الحرف "أ" 

 لحرفين(= )عدد طرق الحرف "أ"(  و) عدد طرق اعدد طرق ظهور الحرف )أ( مرة واحدة وظهور حرفين آخرين

  مواضع ممكنه لظهوره، أو باستخدام القانون   3، لأن هناك  3عدد طرق الحرف )أ( مرة واحدة، هو 
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أحرف، نلاحظ  4عدد طرق الحرفين الآخرين، وهذا بعد اختيار الحرف )أ(، وبالتالي المجموعة الأصلية يصبح فيها 
         أن الترتيب بين الحرفين مهم ، والتكرار مسموح به، إذن نستخدم الترتيبات مع التكرار، والعدد هو:  

                                                    
 ̃              

 41=16×3= عدد الطرق حيث يظهر الحرف )أ( مرة واحدة وظهور حرفين آخرينإذن: 

 )عدد طرق الحرف "أ" مرتين( و)عدد طرق الحرف الآخر( عدد طرق ظهور الحرف )أ( مرتين وظهور حرف آخر= 

، لأن الذي يهمنا مهمالترتيب غير أحرف(، نلاحظ أن  3عدد الطرق حيث يظهر الحرف )أ( مرتين )ضمن 
مواضع )لوضع فيهم الحرف "أ" مرتين(، فلا يهم التبديل بين الموضعين لوضع  3هنا هو اختيار موضعين من بين 

، لأنه مثلا إذا اخترنا الموضع الأول ووضعنا فيه الحرف )أ(، فإنه التكرار غير مسموح بهالحرف )أ( مرتين، كذلك 
( لوضع فيه الحرف )أ( مرة ثانية، وبالتالي نستخدم قانون التوفيقات بدون ينبغي اختيار موضع آخر )ليس الأول

  تكرار، كالآتي:    
    

  
  

         
   

 4أحرف، هو  4عدد طرق ظهور الحرف الآخر بعد اختيار الحرف أ مرتين؛ أي المجموعة الأصلية يصبح فيها 
        طرق، أو باستخدام القانون:  

 12=    4×   3عدد طرق ظهور الحرف أ مرتين وظهور حرف آخر=   

  ، هو طريقة واحدة، أو باستخدام قانون: مرات3عدد الطرق حيث يظهر الحرف )أ( 
        

 61=    1+   12+    41وبالتالي يكون العدد المعني =          

 ويمكن تلخيص الحل كالآتي:     

)عدد الطرق حيث يظهر  وحيث يظهر الحرف "أ" مرة واحدة ويظهر حرفين آخرين( أالعدد المعني= )عدد الطرق 
 مرات(3الحرف "أ" مرتين ويظهر حرف آخر(  أو )عدد الطرق حيث يظهر الحرف "أ" 

             (    =  
  ×  (  +  )  

 ×  (  +   )  
 ) 

              (    =3×16(  +   )3×4   +   )1     =61  
                                                           

 ( حالة، فإنه يمكن تصغير عدد عن1 يمكن التأكد من النتيجة بالحساب التجريبي بالحالة، وبما أن الحالات كثيرة ويصعب احصائها ) اصر

  المجموعة الأصلية، ثم المقارنة بين نتيجة الحساب بالقوانين والحسب التجريبي بالحالة )للتأكد من صحة القوانين(. 
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 العدد بحيث لا يظهر الحرف أ اطلاقا –العدد المعني= العدد الكلي بدون شرط : 1طريقة 

                         =     -         =125  - 64   =61 

نلاحظ أن الترتيب مهم، والتكرار غير مسموح به؛ لأن الأحرف متمايزة )غير متشابهة(، وبالتالي نستخدم  /5
  قانون الترتيبات بدون تكرار، كالآتي: 

  
  

      
 

  

  
 

         

   
    

طرق لاختياره، ووجوب غياب الحرف )ب(؛ أي المجموعة الأصلية  3وجوب وجود الحرف )أ(؛ أي هناك  /6
أحرف فقط؛ أي الحرفين  3أحرف، وبعد اختيار الحرف )أ( فإن المجموعة الأصلية يبقى فيها  4يصبح فيها 

أحرف(، ومنه النتيجة تكون   3الآخرين في المجموعة المراد تشكيلها يتم اختيارهم مما تبقى في المجموعة الأصلية )
 اختيار الحرفين الباقيين(  كالآتي:     عدد الكلمات = )عدد طرق اختيار "أ"( و )عدد طرق

                                     =3                (       ×  
   =    )3 ×   =   

 :16تمرين 
 .(كرات بيضاء )متشابهة  7يحتوي على  صندوق     

 كرات على التوالي وبدون ارجاع؟  3/ ما هي امكانيات سحب 1

 رجاع؟الاكرات على التوالي ومع   3/ ما هي امكانيات سحب 2

 ؟في آن واحدكرات   3/ ما هي امكانيات سحب 3

 الحل:
، نلاحظ أن التكرار غير مسموح به، لأن السحب بدون ارجاع، والترتيب مهم لأن السحب على التوالي /1

 ويمكن ايجاد عدد الإمكانيات بطريقتين، كالآتي:

  نستخدم الترتيبات بدون تكرار، والعدد هو:  :1طريقة
  

  

      
     

العدد يساوي عدد امكانيات سحب الكرة الأولى و عدد امكانيات سحب الكرة الثانية، وعدد  : 1طريقة
          امكانيات سحب الكرة الثالثة وبالتالي عدد الامكانيات هو:  

                                                           
   (، فإن الترتيب مهم في الأصل إذا كنا نريد معرفة عدد امكانيات السحب متتاليةأو تجارب  مكررة في حالة السحب على التوالي )تجربة

تى وإن كانت الأشياء التي سيتم سحبها أو اختيارها متشابهة، إلا في حالات إذا كنا نريد استخدام ما تم سحبه في أشياء متشابهة )الاختيار(، وهذا ح

من هذا الفصل، بحيث وكأننا في   من التمرين   لا يهم الترتيب بينها، بحيث تدل صيغة السؤال على أن الترتيب غير مهم، أنظر مثلا السؤال 

 على التوالي ومع التكرار، لكن استخدمنا التوفيقات مع التكرار.حالة سحب 
  ة التقليدية الطريقة الثانية يمكن تطبيقها في الكثير من الأسئلة الأخرى، وهي لا تعتمد على قوانين التحليل التوافقي، لذلك يمكن تسميتها بالطريق

 أو البدائية.
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نلاحظ أن التكرار مسموح به، لأن السحب مع الارجاع، والترتيب مهم لأن السحب على التوالي، ويمكن  /2
 ايجاد عدد الإمكانيات بطريقتين، كالآتي:

  نستخدم الترتيبات مع تكرار، والعدد هو:  :1طريقة
 ̃         

العدد يساوي عدد امكانيات سحب الكرة الأولى و عدد امكانيات سحب الكرة الثانية، وعدد  :1طريقة 
          امكانيات سحب الكرة الثالثة وبالتالي عدد الامكانيات هو:  

نلاحظ أن التكرار غير مسموح به، والترتيب غير مهم، لأن السحب في آن واحد، وبالتالي نستخدم  /3

  ار، وعدد الامكانيات هو: التوفيقات بدون تكر 
  

  

         
    

 :17تمرين 
 زرقاء. 3سوداء،   ،4كرات بيضاء   5صندوق به      

 كرات في آن واحد )في نفس الوقت(.   3/ نقوم بسحب 1

 ما هو عدد امكانيات السحب؟ - أ
 ما هو عدد الامكانيات المختلفة التي يمكن أن يلاحظها الساحب؟ - ب
 أن تكون الكرات من نفس اللون؟ما هو عدد الامكانيات  - ت
 //         //           //        //   من ألوان مختلفة؟    - ث
 //         //           //        //   تتضمن كرة واحدة بيضاء فقط؟    - ج
 //         //           //        //   تتضمن على الأقل كرة سوداء واحدة؟     - ح

 التوالي ومع الإرجاع. كرات على  3/ نقوم بسحب 2

 ما هو عدد امكانيات السحب؟ - أ
 ما هو عدد الإمكانيات المختلفة التي يمكن أن يلاحظها الساحب؟ - ب
 اللون؟ نفس من الكرات تكون أن الامكانيات عدد هو ما - ت

                                                           
  (،  ، ب ، ب ، ب ، ب1التجريبي بالحالة، فإنه ينبغي التمييز بين الكرات البيضاء، كأن نرمز لهم )بإذا ما أردنا التأكد من نتيجة ما بالحساب

كرات بيضاء يتم حسابها   (، لأنه إن لم نفعل ذلك فإنه مثلا حالة ظهور  ، ز ، ز1(، وكذلك الزرقاء )ز ، س ، س ، س1وكذلك السوداء )س

(،...الخ،  ، ب1، ب1(، )ب ، ب ، ب1الواقع(، وهذا خطأ، لأنها تتضمن حالات عديدة، مثل: )ب مرة واحدة )لأنه لا يمكن التمييز بينها في

( يتم تصنيفها نفسها إذا غيرنا ترتيب الكرات التي 1، س1، ب ويبقى طبعا الترتيب غير مهم إذا كان السحب في آن واحد، لأنه مثلا حالة )ب

 ( فهي نفسها. ، ب1، ب1ظهرت، مثل حالة )س
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 ، بحيث تكون طريقة السحب، كالآتي:كرات  7 بسحب نقوم/ 3
، على التوالي وبدون ارجاع، ثم كرتين على التوالي ومع الارجاع، ثم كرتين أولا كرات في آن واحد  3 إذا سحبنا  -أ

 فما هو عدد امكانيات السحب؟

 بدونرجاع، ثم كرتين على التوالي و الا مع، ثم كرتين على التوالي و أولا كرات في آن واحد  3 إذا سحبنا -ب
 الارجاع، فما هو عدد امكانيات السحب؟

 الحل

نلاحظ أن الترتيب غير مهم، لأن السحب يتم في آن واحد، كذلك نلاحظ أن التكرار غير مسموح به   أ/-1
      لأن السحب بدون إرجاع، لذلك نستخدم التوفيقات بدون تكرار:

                            (221 )   
  

   

          
 

           

    
  

التمييز بين الكرات من نفس اللون، وحتى نجد عدد الحالات التي يمكن أن الساحب لا يمكنه  نلاحظ أنب/ -1
 ، مع اعتبار أن التكرار مسموح به،كرات بألوان مختلفة  3يلاحظها، فإننا نفترض أن المجموعة الأصلية تتضمن 

م التوفيقات وبالتالي نستخد ، والترتيب غير مهم )مثل السابق(،لأنه يمكن أن تظهر أي من الكرات أكثر من مرة
 مع التكرار، كالآتي:

  
 ̃    

  
  

         
 

   

 
    

}ب ب ب، س س س، ز ز ز، ب س س، ب ز ز،  حالات، وهي: 11فعلا عند احصاء الحالات تجريبيا، فإننا نجد و       

 ب ز س، ب ب ز، ب ب س، س س ز، ز ز س{

ونشير إلا أن هذا النوع من الأسئلة ليس له طريقة ثابتة للحل، بل على حسب كل سؤال وحالته، فنفرض أنه      
كرات زرقاء، فهنا تكون عدد   3في المجموعة الأصلية عندنا كرتين زرقاوتين فقط، فهنا مستحيل أن نسحب 

  كرات زرقاء، أي:   3الإمكانيات مثل السابق، لكن ننقص حالة 
 ̃           

 كرات زرقاء(  3كرات سوداء( أو )3كرات بيضاء( أو )3تكون الكرات من نفس اللون، يعني: ) أن /ت-1

  وبالتالي عدد الإمكانيات  =      )                      
       +        ) (  

   +      ) (  
               ) 
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                                                      =  

         
          +4              +1 

                                                     =11         +5      =15 

 تكون الكرات من ألوان مختلفة، يعني: )واحدة بيضاء( و )واحدة سوداء( و )واحدة زرقاء( أن /ث-1

  وبالتالي عدد الإمكانيات  =      )                    
      ×      ) (  

   ×      ) (  
               ) 

                                                       =5               ×4               ×3 

                                                     =61 

 أن تكون الكرات تتضمن كرة واحدة بيضاء فقط، يعني: )واحدة بيضاء( و )كرتين غير بيضاوتين( /ج-1

  وبالتالي عدد الإمكانيات  =      )                                     
      ×      ) (  

    ) 

                                                                     =5                ×  

         
  

                                                                    =5           ×21      =115 

 كرة سوداء واحدة، يعني: أن تكون الكرات تتضمن على الأقل   /ح-1

سوداوتين(  3سوداوتين و واحدة غير سوداء( أو ) 2غير سوداوتين( أو ) 2سوداء و  1)                        
            وبالتالي عدد الإمكانيات = )

        
  ( + )           

               
  (  +  )   

 ) 

                           (  =4        ×  

         
         (  +   )  

  

         
(  +  )4) 

                                              =112                      +41          +4 
                                =164  

السحب ب لقام الشخصه لو لم يكن يهم الترتيب لأن لأن السحب على التوالي؛ ؛نلاحظ أن الترتيب مهم أ/-2
والتكرار مسموح به؛ لأن السحب مع  الارجاع، وبالتالي يمكن نعيد إخراج نفس الكرة، اذن ، في آن واحد

 نستخدم قانون الترتيبات مع التكرار، وبالتالي عدد امكانيات السحب الممكنة هو:  

  
 ̃              

                                                           
  مقصود في هذا السؤال الحالات الممكنة، وليس ما يمكن أن يلاحظه الساحب، حيث أن الحالات التي تظهر بالعين المجردة أنها نفس الحالة، ال

ات مثل حالة ثلاثة كريات بيضاء، فإنها تتضمن حالات كثيرة، على حسب الكرات البيضاء الثلاثة التي ظهرت أثناء السحب من بين الأربعة الكر
، لذلك لا يستطيع الشخص الذي قام بالسحب من طرف الساحب في الواقعبين الكرات من نفس اللون  لا يتم التمييزيضاء في السحب، أي أنه الب

بين أي من الكرات من نفس اللون ظهرت أولا؛ لذلك يتم  يتم التمييز نظرياعلى التوالي القيام بعملية الترتيب بين الكرات من نفس اللون، لكن 
 استخدام الترتيبات.

 



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

 1 
 

نلاحظ أنه كذلك حسب ما يتم ملاحظته من طرف الساحب، فإن الترتيب مهم، والتكرار مسموح به،  ب/-2
)لا يمكنه التمييز  إلا أنه يوجد حالات متشابهة بالنسبة للساحب لا يمكنه التمييز بينها، ويعتبرها نفس الحالة

بيضاوتين ثم كرة سوداء، فالساحب لا يمكنه التمييز بين مثل حالة كرتين ، والترتيب بين الكرات من نفس اللون(
، لذلك في هذا السؤال فإننا نستخدم الترتيبات مع )أي كرتين من الكرات البيضاء ظهرت( الكرتين البيضاوتين

 كرات بألوان مختلفة، ويكون عدد الحالات هو:  3مع افتراض أن المجموعة الأصلية تتضمن التكرار، 

  
 ̃        

، حالات(1) }ب ب ب، س س س، ز ز ز، ب س سحالة، وهي:  27فعلا عند احصاء الحالات تجريبيا، فإننا نجد و      

 {حالات(1)، ز ز سحالات(1)، س س زحالات(1)، ب ب سحالات(1)، ب ب زحالات(6)، ب ز سحالات(1)ب ز ز

 كرات زرقاء(          3كرات سوداء( أو )  3كرات بيضاء( أو )3تكون الكرات من نفس اللون يعني: ) أن /ت-2

  وبالتالي عدد الامكانيات =                           
 ̃              +   

 ̃                 +   
 ̃ 

                                                      =                 +                  +   

                                                      =125                  +64             +27 

                                                      =216   

 :كرات  7سحبنا  إذا /3
ارجاع، ثم كرتين على التوالي ومع ، ثم كرتين على التوالي وبدون أولا كرات في آن واحد  3سحب عند  -أ

كرات الأولى نطبق قانون التوفيقات بدون تكرار، لأن السحب في آن واحد، ثم في الكرتين   3، فإنه في الارجاع
الاعتبار الرابعة والخامسة نطبق الترتيبات بدون تكرار، لأن السحب على التوالي وبدون ارجاع، لكن مع الأخذ في 

كرات فقط، ثم في الكرتين السادسة والسابعة نطبق قانون   9كرات، أي المجموعة الأصلية يبقى فيها   3أننا سحبنا 
الترتيبات مع التكرار، لأن السحب على التوالي ومع الارجاع، مع الأخذ في الاعتبار أن المجموعة الأصلية يبقى 

 هو:كرات فقط، وبالتالي عدد الامكانيات   7فيها 

   
    

    
 ̃  

   

     
 

  

  
                     



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

   
 

 بدونرجاع، ثم كرتين على التوالي و الا مع، ثم كرتين على التوالي و أولا كرات في آن واحد  3 إذا سحبنا -ب
والاختلاف يتمثل، في أنه في الكرتين الثالثة والرابعة نطبق قانون السابق،  تشبه السؤالفطريقة الحل الارجاع، 

الترتيبات مع التكرار، وفي الكرتين السادسة والسابعة نطبق قانون الترتيبات بدون تكرار، مع ملاحظة أن المجموعة 
وبالتالي  كرات(، لأن سحب الكرتين الرابعة والخامسة كان مع الارجاع،  9الأصلية يبقى عدد الكرات فيها ثابت )

  عدد الامكانيات هو:

   
    

 ̃    
  

   

     
    

  

  
                   

 :18تمرين 

 .9إلى  6كرات سوداء مرقمة من   4، و5إلى  1كرات بيضاء مرقمة من   5صندوق يحتوي على 

 كرات على التوالي )واحدة بعد الأخرى( وبدون الإرجاع.   4نقوم بسحب / 1

 ما هو عدد الأعداد التي يمكن أن نحصل عليها؟ - أ
 كم عدد فردي يمكن أن نحصل عليه؟ - ب
 ( يمكن أن نحصل عليه؟3كم عدد يقبل القسمة على الرقم ) - ت
 (؟2كم عدد يمكن أن نحصل عليه، بحيث يتضمن الرقم ) - ث

 نفس الأسئلة السابقة، لكن إذا كان السحب على التوالي ومع الإرجاع؟ /2

 :سوداوتين وكرتين بيضاوتين، كرتينإذا تم سحب على التوالي وبدون ارجاع  / 3

 ؟الأعداد الممكن الحصول عليها ا هو عددم -أ

 ؟ما هي عدد الأعداد الفردية  -ب

 ؟ما هو عدد الأعداد الزوجية  -ت

 .سوداوتين وكرتين بيضاوتين، كرتينإذا تم سحب على التوالي ومع الارجاع  نفس أسئلة السؤال السابق،  /4

 



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

   
 

 الحل:

نلاحظ أن الترتيب مهم، لأن السحب على التوالي، وأيضا الكرات مرقمة، وكذلك أن صيغة الأسئلة تدل  /1
على أن الترتيب مهم، أما التكرار فهو غير مسموح به، لأن السحب بدون إرجاع، وبالتالي نستخدم الترتيبات 

 بدون تكرار. 

  عدد إمكانيات السحب هو:   أ/-1
  

   

      
      

، 5، 3، 1حتى تكون الأعداد فردية فينبغي أن يكون رقم الآحاد فردي، أي يتم اختياره من المجموعة } ب/-1
كرات الأخرى يتم   3كرات في المجموعة الأصلية بعد اختيار كرة معينة )الأولى(؛ أي أن   1{، وبالتالي تبقى 9، 7

 الكرات المتبقية. 1اختيارهم من 

  عداد الفردية هو: وبالتالي عدد امكانيات الأ     
    

    
  

      
      

وعدد امكانيات رقم  امكانيات(5) عدد امكانيات الأعداد الفردية هو: عدد امكانيات رقم الآحاد : 1طريقة
 وبالتالي عدد الامكانيات هو: ،...الخ،امكانيات(1بعد اختيار رقم الأحاد ) العشرات

             
 (، 3(، فينبغي أن يكون رقم الآحاد يقبل القسمة على )3تكون الأعداد تقبل القسمة على ) حتى ت/-1

كرات   3{، و9، 6، 3وحسب الأرقام الموجودة على الكرات، فإن رقم الآحاد يتم اختياره من المجموعة }
 الكرات الباقية بعد اختيار كرة معينة )الأولى(. 1الأخرى يتم اختيارهم من 

  وبالتالي عدد الإمكانيات هو:       
    

    
  

      
      

، فإن هناك حالة واحدة فقط لاختياره، لكن هناك أربعة مواضع 2حتى تكون الأعداد تتضمن الرقم  ث/-1
 .2الكرات الباقية بعد اختيار الكرة التي تحمل الرقم  1لترتيبه، وأما الأرقام الثلاثة الأخرى يتم اختيارهم من 

    وبالتالي عدد الإمكانيات هو:   
    

    
  

      
      

 نلاحظ أن الترتيب مهم، والتكرار مسموح به، وبالتالي نستخدم الترتيبات مع التكرار. /2

                                                           
   من هذا الفصل.  1مثل الطريقة التي تم استخدامها في التمرين 



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

   
 

           عدد إمكانيات السحب هو:  أ/-2

امكانيات( وعدد امكانيات رقم العشرات بعد 9عدد الامكانيات هو: عدد امكانيات رقم الآحاد ) :1طريقة 
 (،...الخ، وبالتالي عدد الامكانيات هو:، لأن السحب مع الارجاعامكانيات9اختيار رقم الأحاد )

             

           عدد الأعداد الفردية هو:  ب/-2

           هو:   3عدد الأعداد التي تقبل القسمة على  ت/-2

             هو:  2عدد الأعداد التي تتضمن الرقم  ث/-2

 :سوداوتين وكرتين بيضاوتين، كرتينإذا تم سحب على التوالي وبدون ارجاع  / 3

أن الترتيب مهم والتكرار غير مسموح، بحيث أننا نسحب   يتضمن أ/ فعدد الأعداد الممكن الحصول عليها،-3
كرتين بيضاوتين، وكرتين سوداوتين، والعدد يتمثل في عدد الأعداد المكونة لسحب كرتين بيضاوتين من الكرات 

البيضاء، وعدد الأعداد المكونة لسحب كرتين سوداوتين من الكرات السوداء، ومع الأخذ بالاعتبار عدد 

   ع ظهور الكرتين البيضاوتين والسوداوتين امكانيات مواض
  أو    

     
امكانيات، إذن فعدد  6، وتساوي 

  الأعداد الممكن الحصول عليها هو: 
    

    
               

  أو بطريقة ثانية فعدد الأعداد هو:      

     
   

    
               

السحب على التوالي وبدون ارجاع، فإن عدد الإمكانيات تعني أن نسحب  بما أن ب/ عدد الأعداد الفردية:-3
 )واحدة بيضاء ذات رقم فردي أولا ثم واحدة بيضاء وكرتين سوداوتين( أو )نسحب واحدة سوداء ذات رقم فردي 

 أولا ثم نسحب واحدة سوداء وكرتين بيضاوتين(

 4ضاء ذات رقم فردي، ثم بعد اختيار هذه الكرة، يبقى امكانيات لاختيار كرة بي 3في الحالة الأولى، هناك      
وضعها مع الكرتين السوداوتين )لأن الترتيب لامكانيات  3امكانيات لاختيار كرة بيضاء، وهذه الكرة هناك 
 الكرات السوداء. 4مهم(، أما الكرتين السوداوتين فيتم اختيارهم من 



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

   
 

 3ار كرة سوداء ذات رقم فردي، ثم بعد اختيار هذه الكرة، يبقى امكانيات لاختي 2في الحالة الثانية، هناك      
وضعها مع الكرتين البيضاوتين )لأن الترتيب امكانيات ل 3الكرة هناك امكانيات لاختيار كرة سوداء، وهذه 

 .الكرات البيضاء 5مهم(، أما الكرتين البيضاوتين فيتم اختيارهم من 

 وبالتالي العدد هو:   

         
            

      
  

      
    

  

      
 

                                                                                           

جميع الأعداد الممكنة منقوص منها الأعداد الفردية، تمثل في ، وتاستنتاجها يمكن ت/ عدد الأعداد الزوجية:-3
              وبالتالي عددها هو: 

يشبه السابق، فقط في الكرة الشرح ويمكن ايجاد عدد الأعداد الزوجية مثل طريقة ايجاد عدد الأعداد الفردية،      
 الأولى يهمنا أن تكون تحمل رقم زوجي، وباختصار فإن عدد الأعداد هو:

         
            

      
  

      
    

  

      
 

                     
 :سوداوتين وكرتين بيضاوتين، كرتينإذا تم سحب على التوالي ومع الارجاع   /4

ن الكرات مرقمة ونريد ايجاد عدد نلاحظ أن الترتيب مهم  لأ: عدد الأعداد الممكن الحصول عليها أ/-4
 وطريقة الحل مثل  ،الأعداد، والتكرار مسموح به لأن السحب مع الارجاع، وبالتالي نستخدم الترتيبات مع التكرار

  والعدد هو: أ، مع الأخذ بالاعتبار أن التكرار مسموح به، وبالتالي-3السؤال 
                               

                     

 عدد الأعداد الفردية:  ب/- 
الامكانيات المعنية تعني أن نسحب )واحدة بيضاء ذات رقم فردي أولا ثم واحدة بيضاء و كرتين سوداوتين(      

 أو )نسحب واحدة سوداء ذات رقم فردي أولا ثم نسحب واحدة سوداء وكرتين بيضاوتين(

 5هذه الكرة، هناك  امكانيات لاختيار كرة بيضاء ذات رقم فردي، ثم بعد اختيار 3في الحالة الأولى، هناك      
امكانيات لترتيبها )وضعها( مع  3امكانيات لاختيار كرة بيضاء )لأن التكرار مسموح به(، وهذه الكرة هناك 

 الكرات السوداء. 4الكرتين السوداوتين )لأن الترتيب مهم(، أما الكرتين السوداوتين فيتم اختيارهم من 



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

   
 

 4تيار كرة سوداء ذات رقم فردي، ثم بعد اختيار هذه الكرة، هناك امكانيات لاخ 2في الحالة الثانية، هناك      
امكانيات لترتيبها )وضعها( مع  3امكانيات لاختيار كرة سوداء )لأن التكرار مسموح به(، وهذه الكرة هناك 

 الكرات البيضاء. 5الكرتين البيضاوتين )لأن الترتيب مهم(، أما الكرتين البيضاوتين فيتم اختيارهم من 

                                   هو:  وبالتالي العدد     

عدد الأعداد الزوجية، يمكن استنتاجه مباشرة، بحيث يساوي جميع الأعداد منقوص منه عدد الأعداد  ت/-4
                 ويساوي: دية،ر الف

، مع أخذ في الاعتبار أن تكون الكرة الأولى تحمل طريقة السؤال السابقهذا العدد مثل أو يمكن حساب      
  رقما زوجيا، وذلك كالآتي: 

                                   

  /  19تمرين 

 لركن السيارات. متمايزة قفامو  12في      

 {؟3، س2، س1سيارات }س 3ما هي إمكانيات التوقف لـــ  /1

 سيارات متشابهة؟ 3ما هي إمكانيات التوقف لـــ  /2

، 1، س1، س1سيارات، بعضها متمايزة والأخرى متشابهة، كالآتي: }س 5ما هي إمكانيات التوقف لــ  /3
 {؟2، س2س

 {؟12،...،س2، س1سيارة }س 12ما هي امكانيات التوقف لـــ  /4

 سيارة متشابهة؟ 12ما هي امكانيات التوقف لــ  /5

، 3، س2، س1، س1سيارة بعضها متشابهة والأخرى متمايزة كالآتي: }س 12ما هي امكانيات التوقف لــــ  /6
 {؟6، س5، س5، س5، س5، س4، س3، س3س

 



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

   
 

 الحل:

؛ لأنه لا يمكن اختيار مكان ما في موقف معين أكثر من أن الترتيب مهم، والتكرار غير مسموح به نلاحظ /1
 إذن عدد الإمكانيات هو: ، فإنه لا يمكن أن تتوقف فيه إلا سيارة واحدة،1مثل أ ،مرة

   
  

   

       
      

 نلاحظ أن الترتيب غير مهم لأن السيارات متشابهة، والتكرار غير مسموح به، إذن عدد الإمكانيات هو:   /2

   
  

   

          
     

نلاحظ أن الترتيب مهم للسيارات المتمايزة، وغير مهم للسيارات المتشابهة، والتكرار غير مسموح به، اذن  /3
سنستخدم الترتيبات بدون تكرار مع وجود حالات متشابهة، وذلك باستخدام قانون الترتيبات بدون تكرار ونقوم 

     كالآتي:    بإنقاص الحالات المتشابهة،
 

     
 

   

       

  
      

، إذن نحن بصدد التبديلات بدون تكرار )لأن r=nنلاحظ أن الترتيب مهم، والتكرار غير مسموح به، و  /4
   السيارات كلها متمايزة(، وعدد الإمكانيات هو:  

                     

، إذن نحن بصدد r=nنلاحظ أن الترتيب غير مهم لأن السيارات متشابهة، والتكرار غير مسموح به، و  /5
   توفيقات بدون تكرار، وعدد الإمكانيات هو امكانية واحدة، كالآتي:  

     

نلاحظ أن الترتيب مهم في ما يخص السيارات المتمايزة، وغير مهم في ما يخص السيارات المتشابهة، والتكرار  /6
 يات هو:، إذن نحن بصدد التبديلات مع تكرار، وعدد الإمكانr=nغير مسموح به، و  

  ̃     ̃  
   

        
         

 :11تمرين 

 سيارات. 11لركن السيارات، كل موقف له طاقة استيعابية لأكثر من  )متمايزة( مواقف 5     

 سيارات متشابهة؟   3ما هي امكانيات التوقف لـــ  /1



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

   
 

 سيارات متشابهة؟  6ما هي امكانيات التوقف لــــ  /2

 سيارات متمايزة؟  3ما هي امكانيات التوقف لـــ /3

 الحل:

نلاحظ أن الترتيب غير مهم لأن السيارات متشابهة، التكرار مسموح به لأنه يمكن أن نختار موقف معين أكثر  /1

      من مرة، وبالتالي نستخدم التوفيقات مع التكرار، كالآتي:
 ̃    

  
  

         
  

  عدد الإمكانيات هو:   /2
 ̃     

  
   

          
      

لاختيار  نلاحظ أن الترتيب مهم لأن السيارات متمايزة، والتكرار مسموح به، وبالتالي عدد الإمكانيات /3
   هو:  المواقف

 ̃                                                   

 :11تمرين 
 Bسيارات(، والموقف  3أماكن متشابهة )يستوعب  3يتضمن  Aمواقف لركن السيارات، حيث الموقف  3     

نظم لع C، والموقف متشابهين يتضمن مكانين
ُ
ملية توقف السيارات، يتضمن مكان واحد، حيث أن الشخص الم

، إذا كان بموقف معين حتى يمتلئ، ثم يختار موقف آخر، وهكذا نفس الشيء، حتى يتم ركن جميع السياراتيبدأ 
 نريد ركنها. سيارات 6عندنا 

 / ما هو عدد امكانيات توقف السيارات؟1

 ، إذا كانت المواقف تتضمن أماكن متمايزة؟/ما هو عدد الإمكانيات2

  الحل:

 3، حيث نلاحظ أن هذه التجربة مجزئة إلى بالتجربة المجزئة المرتبةالبعض يسمي هذا النوع من التجارب      
بعده، وفي صيغة الذي ننتقل إلى  ، وعندما يمتلئنبدأ بموقف معين لأنناوكذلك التجربة مرتبة أجزاء )مواقف(، 

التمرين تم تعمد عدم ذكر تريب المواقف الذي ينبغي اتباعه لركن السيارات، وذلك لأن أي ترتيب يتم اعتماده 
 .يعطي نفس النتيجة



)مبادئ العدّ( التحليل التوافقي                                          الفصل الأول:                           
 

   
 

تتضمن أماكن متشابهة، فمعناه أن الترتيب غير مهم، وكذلك نلاحظ أن التكرار غير  كل موقفبما أن   /1
ثم  Bثم  Aوأما ترتيب المواقف، فنفرض أننا اخترنا الموقف  مسموح به، إذن نحن بصدد التوفيقات بدون تكرار،

Cفعدد الإمكانيات هو:  ، إذن  
    

    
  

  

     
            

، Aثم  Cثم  Bاختيار ترتيب آخر للمواقف، فإننا نجد نفس النتيجة، فنفرض أننا اخترنا الموقف  وعند     

   فيكون عدد الإمكانيات هو:       
    

    
  

  

     
        

، أي وكأننا نريد ترتيب أماكن 6سيارات على  6، وذلك باعتبار أننا نريد توزيع بطريقة أخرىويمكن الحل      
، ومنه يكون متشابهة لا يهم الترتيب بينها، أي أننا بصدد تبديلات مع تكرار أماكن، مع وجود أماكن 6)تبديل( 

 عدد الإمكانيات هو:

  ̃  
  

        
 

     

 
    

بما أن المواقف تتضمن أماكن متمايزة، فمعناه أن الترتيب مهم، وكذلك نلاحظ أن التكرار غير مسموح به،  /2
، فيكون Cثم  Bثم  Aإذن نحن بصدد الترتيبات بدون تكرار، وأما ترتيب المواقف، فنفرض أننا اخترنا الموقف 

       عدد الإمكانيات هو:
    

    
  

  

  
             

، Aثم  Bثم  C، فنفرض أننا اخترنا الموقف يب آخر للمواقف، فإننا نجد نفس النتيجةوعند اختيار ترت     
   فيكون عدد الإمكانيات هو:       

    
    

    
  

  
       

أماكن، أي وكأننا نريد ترتيب  6سيارات على  6، وذلك باعتبار أننا نريد توزيع بطريقة أخرىويمكن الحل      
أماكن، وبما أن الأماكن متمايزة، فإن الترتيب بينها مهم، أي أننا بصدد تبديلات بدون تكرار، ومنه  6)تبديل( 

          يكون عدد الإمكانيات هو:    
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 ملخص: .1

 :القانون العام للاحتمال 

القانون العام للاحتمال هو:        و ، p(A)دث بـــ ، فإننا نرمز لاحتمال هذا الحAدث إذا كان لدينا ح

 ( )  
 عدد الحالات (الملائمة) الموافقة لــ  
عدد   الحالات الممكنة (الكلية)  

              

             
 
     ( )

     ( )
 

 للاحتمالات: المبادئ الأساسية    

 يمكن ذكر بعض المبادئ الأساسية للاحتمالات كالآتي: 

 p(A)  ≤ 0  ≥ 1، فإن:                                                           Aدث مهما يكن الح -1
2-                                                                                  P(AB)= p(BA)     
3- P(AB)= p(BA)                                                                                  
4- P[ (  )]   [(  )(  )]                                                          
5-     P[ (  )]   [(  )(  )]                                                       
6-   [ (  )]   [(  ) ]   (   )                                        
7-   [ (  )]   [(  ) ]   (   )                                        
8-                                                                       [ (  )]   (  ) 
  p(AB)= p(A) + p(B) – p(AB)، فإن:          A ،Bإذا كان لدينا حدثين غير متنافيين  -9

                                              p(AB)= 0                                           ، فإن:A ،Bإذا كان لدينا حدثين متنافيين  -11
                          p(AB)= p(A) + p(B)  

  ، فإن:A ،B ،Cإذا كان لدينا ثلاثة حوادث غير متنافية  -11
   P(ABC)= p(A) + p(B) + p(C) – p(AB) – p(AC) – p(BC) 

                                               +  p(ABC)   
 : فإن ،A، B، C متنافية حوادث ثلاثة لدينا كان إذا  -12

P(ABC)= p(A) + p(B) + p(C)  
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، فإن ذلك لا يؤثر على Aأنه عند وقوع الحدث فذلك يعني ، A ،Bإذا كان لدينا حدثين مستقلين  -13

⁄  ) أي:  ؛مستقبلا Bاحتمال وقوع الحدث  ) ، فإن ذلك لا B، وكذلك عند وقوع الحدث ( )  

⁄  ) مستقبلا؛ أي:  Aيؤثر على احتمال وقوع الحدث  )  ، وينتج عن ذلك أن:  ( )  

                      = p(A)  p(B) p(AB)= p(A)   (  ⁄ ) 

= p(B)  p(A) p(BA)= p(B)   (  ⁄ ) 

P(AB)= p(A) + p(B) – p(A)p(B) 
 p(ABC)= p(A)p(B)p(C) :فإن ،A، B، Cإذا كان لدينا ثلاثة حوادث مستقلة  -14
 p( ̅)= 1 – p(A)، حيث:        (̅ )p، بـــ  Aنرمز للحادث المتمّم )المكمّل/المعاكس( للحادث  -15

P( ̅̅)= p(A) 
̅̅ p( ̅ ̅) p(                           ، فإن:              A ،Bإذا كان لدينا حدثين  -16 ̅̅ ̅̅ )=   

P(  ̅̅ ̅̅ ̅̅ )= p( ̅ ̅) 

P( ̅ ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ )= p(AB) 
P(A ̅)= ∅ 

P( ̅ ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ )= p(AB) 
 ، متنافيين أيضا.̅ ، ̅ ، حدثين متنافيين، فهذا لا يعني أن A ،Bإذا كان  -17
 ، حدثين متنافيين، فهذا يعني أنهما غير مستقلين، وهذا لأن:A ،Bإذا كان  -18

p(AB)= 0⇒ p(A)   (  ⁄ )   ⇒  (  ⁄ )    

مستقبلا، حيث يتغير احتمال  Bاحتمال وقوع الحدث  ذلك يؤثر على ، فإنAأي أنه بعد وقوع الحدث      
 مستقبلا، والعكس  Bيؤثر على احتمال وقوع الحدث  Aويصبح صفر؛ أي أن وقوع الحدث  Bوقوع الحدث 

 حيث يكون: غير مستقلين )مرتبطين(، Bو Aصحيح، وبالتالي يكون الحدثين 
p(AB)≠  p(A)  p(B)                     :بل أن     ،  p(AB)= 0                                     
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      مستقلين، (B، ̅ ) ،( مستقلين̅ ، ̅ : )ه يكون أيضاحدثين مستقلين، فإن (A ،B)إذا كان  -19
(A ، ̅) .مستقلين 

 ، مستقلة بصفة مجتمعة معناه:A ،B ،Cالحوادث  -21

 p(AB)= p(A)p(B) 
   و                       

 p(AC)= p(A)p(C)       
  و                      

 p(BC)= p(B)p(C) 
                     و 

p(ABC)= p(A)p(B)p(C) 
 ، مستقلة مثنى مثنى، معناه:A ،B ،Cالحوادث  -21

      p(AB)= p(A)p(B) 
   و                       

 p(AC)= p(A)p(C)       
  و                      

 p(BC)= p(B)p(C) 
،...الخ، مستقلة بصفة مجتمعة، فهذا يعني أنها مستقلة مثنى مثنى، A ،B ،Cإذا كانت الحوادث  -22

والعكس غير صحيح؛ أي إذا كانت هذه الحوادث مستقلة مثنى مثنى، فهذا لا يعني أنها مستقلة بصفة 
 مجتمعة.

، B ،Cدثان ، مستقلين أيضا، وكان الحA ،Cدثان ، مستقلين، والحA ،Bدثان إذا كان الح -23
 ، مستقلين أيضا، ويمكن التعبير عن ذلك كالآتي:A ،(BC)دثان متنافيان، فإن الح

 p(AB)= p(A)p(B) 
   و                       

 p(AC)= p(A)p(C)    [ (  )]   ( )   (  )      
  و                      

 p(BC)= 0 
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 تمارين محلولة: .2
 /1تمرين 

 .(r)حمراء 2، (n) كرات سوداء  3، (b)كرات بيضاء   5يحتوي على  صندوق     

 كرات في آن واحد، فما احتمال:  3أ/ نقوم بسحب 

 يكونوا من نفس اللون؟أن  -1
 أن يكونوا من ألوان مختلفة؟  -2
 أن لا يتضمنوا أي كرة سوداء؟  -3
 يتضمنوا على الأقل كرة بيضاء؟ أن  -4
 أن يتضمنوا كرتين بيضاوتين على الأكثر؟  -5
 أن يتضمنوا كرتين حمراوتين على الأكثر؟ -6

 كرات على التوالي ومع الإرجاع، فما احتمال:  3نقوم بسحب  /ب

 أن يكونوا من نفس اللون؟ -1

 أن يتضمنوا كرة سوداء على الأقل؟ -2

 الحل: 

وبالتالي فإن الأسئلة ضمن  ،لأن السحب في آن واحد ،والتكرار غير مسموح به مهم نلاحظ أن الترتيب غير /أ
  هذا الفرع تتبع قانون التوفيقات بدون تكرار 
 . 

كرات بيضاء أو 3، ومعناه سحب A1بالرمز  نفس اللونكرات )في آن واحد( من 3نرمز لحدث سحب  /1-أ

(  ) كرات سوداء، أي:3  
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كرات )في آن واحد( من ألوان مختلفة، معناه: سحب كرة بيضاء، وأخرى   3لحدث سحب  A2/ نرمز بــ 2-أ

(  ) وأخرى حمراء، أي:   ،سوداء  
  
     

    
 

   
  =     

   
             

 كرات لا يتضمنوا أي كرة سوداء، أي:3لحدث سحب  A3نرمز بــ  /3-أ

 (  )  
  
 

   
  

  

   
                              

   كرات )في آن واحد( يتضمنوا على الأقل كرة بيضاء، أي:3لحدث سحب  A4نرمز بـــ  /4-أ

 (  )  
(  
    

 )  (  
    

 )    
 

   
  

   

   
       

بصيغة  )الموافقة، الملائمة( ، وذلك بالتعبير عن الاحتمالات المعنيةبطريقة أخرىحل هذا السؤال  ويمكن     
كرات جميعها غير بيضاء   3أخرى، وهي أن كل الاحتمالات مقبولة ومعنية باستثناء الاحتمالات التي تتضمن 

 كرات، ويمكن ترجمة ذلك إحصائيا كالآتي:  5)سوداء أو حمراء(، والتي مجموعها 

p(A4)= 1 -   
 

   
    

  

   
 
   

   
       

كرات )في آن واحد( يتضمنوا كرتين بيضاوتين على الأكثر، ويمكن التعبير 3لحدث سحب  A5نرمز بـــ  /5-أ
 عن ذلك كالآتي:  أن لا يتضمنوا أي كرة بيضاء أو يتضمنوا كرة بيضاء واحدة أو يتضمنوا كرتين بيضاوتين.

 كرات بيضاء.3أو بتعبير آخر: أن يتضمنوا كل الحالات باستثناء أن يتضمنوا 

  ) =p(A5)ومنه الاحتمال هو:      
 ) (  

    
 ) (  

    
 )

   
  

   

   
       

(  )      :أو بطريقة أخرى      
 

   
    

  

   
           

على الأكثر، ونلاحظ أنه  كرات )في آن واحد( يتضمنوا كرتين حمراوتين3لحدث سحب  A6رمز بـــ ن /6-أ
مستحيل أن يتضمن الكرات الثلاث أكثر من كرتين حمراوتين، لأن الصندوق يتضمن كرتين حمراوتين فقط، 

 ، ويمكن التأكد من ذلك كالآتي:1وبالتالي يكون الاحتمال هو 
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 (  )  
(  

 )  (  
    

 )  (  
    

 )

   
  

       

   
 
   

   
   

   -P(A6)= 1 أو بطريقة أخرى: 
 

   
    ( )     

، التكرار مسموح به لأن السحب مع الارجاعو ، السحب على التواليلأن  الترتيب مهم نلاحظ أن /ب
  مع التكرار  الترتيباتوبالتالي في الأسئلة ضمن هذا الفرع نستخدم 

 ̃. 

كرات من نفس اللون )على التوالي ومع الارجاع(، ومنه الاحتمال هو:   3لحدث سحب  B1نرمز بـــ  /1-ب

p(B1)=   
 ̃    

 ̃

   
 ̃

 = 
    

   
 

   

    
                               

 كرات )على التوالي ومع الارجاع( يتضمنوا كرة سوداء على الأقل.  3لحدث  سحب  B2نرمز بـــ  /2-ب

p(B2)= 1-  
 

   
   

   

    
               

  /2تمرين 

 .7إلى  1كرات مرقمة من   8صندوق يحتوي على      

 كرات على التوالي وبدون إرجاع، فما احتمال الحصول على:3أ/ نفرض أننا سحبنا 

 عدد فردي؟  -1

 ؟5عدد يقبل القسمة على  -2

 ؟411أو يساوي عدد أكبر  -3

 ؟511وأصغر من  211عدد أكبر أو يساوي  -4

 ب/ نفس الأسئلة في حالة السحب على التوالي ومع الإرجاع؟

                                                             
.7 لمزيد من التوضيح، أنظر هامش الصفحة     
   ،استخدام طريقة شجرة الاحتمال، حيث هذه الحالة تعتبر تجارب احتمالية  سنجد نفس النتيجة عندفي حالة السحب على التوالي ومع الارجاع

ل مرة مستقلة عن المرات الأخرى، وبالتالي تبقى مرات، ونتائج ك  مستقلة متكررة ذات احتمالات ثابتة، حيث تتضمن إعادة نفس التجربة 

 تجربة )أنظر الفصل الرابع(. كلفي  هي نفسها الاحتمالات
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 الحل:

 بما أن الكرات مرقمة وأيضا من صيغة الأسئلة نستنتج أن الترتيب مهم، وأما التكرار فهو غير مسموح به. /أ

    =P(A1)لحدث عدد فردي، إذن:  A1/ نرمز بـــ 1-أ
 

  
  

   

   
     

     =p(A2)، إذن: 5لحدث عدد يقبل القسمة على  A2/ نرمز بـــ 2-أ
 

  
  

  

   
      

    =p(A3)، إذن: 411لحدث عدد أكبر أو يساوي  A3نرمز بــ / 3-أ
 

  
  

   

   
     

في حالة التكرار غير مسموح به،  411أرقام أكبر أو يساوي  3حتى يكون عدد مكون من  نشير إلى أنه     
 امكانيات لاختياره. 4؛ أي هناك 4فإنه ينبغي أن يكون رقم المئات أكبر أو يساوي 

 ، إذن:511وأصغر من  211لحدث عدد أكبر أو يساوي  A4/ نرمز بـــ 4-أ

p(A4)=     
 

  
  

   

   
       

 ظ أن الترتيب مهم، والتكرار مسموح به، أي نستخدم الترتيبات مع التكرار.نلاح /ب

    =p(B1)    لحدث عدد فردي، إذن: B1/ نرمز بـــ 1-ب
 

  
  

    =p(B2)، إذن: 5لحدث عدد يقبل القسمة على  B2/ نرمز بـــ 2-ب
 

  
      

   =p(B3)، إذن: 411لحدث عدد أكبر أو يساوي  B3ز بـــ / نرم3-ب
 

  
     

في حالة التكرار مسموح به، فإنه  411أرقام أكبر أو يساوي  3نشير إلى أن حتى يكون عدد مكون من      
امكانيات  4)مثل حالة التكرار غير مسموح به(؛ أي هناك  4ينبغي أن يكون رقم المئات أكبر أو يساوي 

 لاختياره.     

امكانيات لاختيار  3، حيث أن هناك 511أصغر من و  211لحدث عدد أكبر أو يساوي  B4/ نرمز بـــ 4-ب

    =p(B4)  {، إذن:4، 3، 2رقم المئات }
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وفي الأخير نلاحظ أنه تم التوصل إلى نفس النتائج، سواء تم استخدام الترتيبات بدون تكرار، أو مع تكرار،      
أنه في الحالة العامة يكون:        وتعتبر هذه حالة خاصة فقط، حيث يمكن تعميم هذه الحالة، والقول 

    
   

  
  

    

  
 ، ويمكن البرهان على ذلك كالآتي:

    
   

  
  

    

  
⇒

(   ) 
(   ) 
  

(   ) 

 
    

      

(   ) 

( ) 
 
 

 

 

 
 
 

 
 

 :    3تمرين

 :، فما احتمالنقوم برمي زهرتي نرد     

 ؟2الرقم أن يظهر / 1

 ؟3رقمين مجموعهما أن يظهر / 2

 ؟5/ أن لا يظهر الرقم 3

 الحل:

فتتكون  {، أما المجموعة الجزئية6، 5، 4، 3، 2، 1نلاحظ أن المجموعة الأصلية تتكون من العناصر }     
فيمكن أن  ،ا من رقمين، بحيث أن الترتيب مهم، لأنه في حالة ظهور رقمين مختلفين، تتضمن حالتينالأعداد فيه

والتكرار مسموح به  ون رقم معين ظهر في زهرة نرد معين، والرقم الآخر ظهر في زهرة النرد الأخرى، أو العكس،يك
مع التكرار، وعدد الحالات  تيباتلأنه يمكن أن يظهر نفس الرقم في زهرتي النرد، وبالتالي نستخدم قانون التر 

 الكلية هو:

  
 ̃        

الحالات الكلية، أو الحالات الملائمة لكل سؤال بالحالة، حيث الحالات الكلية  ويمكن حساب وإحصاء      
 تتمثل في الآتي: 

                                                             
  لذي يهمنا نشير إلى أنه حتى وإن لم يتم ذكر أن زهرتي النرد متمايزتين )أي أن الشخص الرامي لا يمكن التمييز بينهما(، فإنه لا يهم ذلك، لأنه ا

احدة ، فالشخص الرامي يعتبرهما حالة و ،  هو احصاء الحالات الممكنة حتى وإن لم يلاحظها الشخص الرامي، فمثلا في حالة ظهور الرقمين 

 (.  ، (، ) ، ة هنا هي حالتين )الحالات الممكن ، لكن أو   ولا يفرق بين أي من الزهرتين ظهر فيها الرقم 
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({1،1( ،)1 ،2( ،)1 ،3( ،)1 ،4( ،)1 ،5( ،)1 ،6) 
(2 ،1 ،)(2 ،2( ،)2 ،3( ،)2 ،4( ،)2 ،5( ،)2 ،6) 
(3 ،1( ،)3 ،2 )(3 ،3( ،)3 ،4( ،)3 ،5( ،)3 ،6) 
(4 ،1( ،)4 ،2( ،)4 ،3) (4 ،4( ،)4 ،5( ،)4 ،6) 
(5 ،1( ،)5 ،2) (5 ،3( ،)5 ،4،) (5 ،5( ،)5 ،6) 
(1 ،1( ،)6 ،2) (6 ،3( ،)6 ،4،) (6 ،5( ،)6 ،6)} 
 إذن:   2يظهر فيها الرقم  حالة   ، ومن الحالات الكلية نلاحظ أن هناك 2لحدث ظهور الرقم  Aنرمز بـــ  /1

P(A)    

  
       

هذا  انتوافق حالتان، ونلاحظ من الحالات الكلية أن هناك 3لحدث ظهور رقمين مجموعهما  Bنرمز بـــ  /2

( )        إذن:  (،1، 2) (،2، 1الحدث وهي )   

  
       

حالة توافق هذا الحدث،  25، ومن الحالات الكلية نلاحظ أن هناك 5لحدث عدم ظهور الرقم  C/ نرمز بـــ 3

( )   إذن:     
  

  
       

 /4 تمرين

 مرات متتالية، فما احتمال:3نقوم برمي زهرة نرد      

 / أن يظهر عدد فردي؟1

 / أن يظهر عدد أرقامه متمايزة؟2

 / أن يظهر عدد يتضمن أرقام متشابهة؟ 3

 ؟311/ أن يظهر عدد أصغر من 4

 الحل:
بما أن هناك رميات يمكن التمييز بين نتائجها، وكذلك من صيغة الأسئلة يهمنا معرفة أعداد معينة، ومعروف      

أن تغيير ترتيب رقمين يعطينا عدد آخر، فيمكن استنتاج أن الترتيب مهم، وكذلك التكرار مسموح به، لأنه يمكن 
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بات مع التكرار، ويكون عدد الحالات الكلية هو: أن يظهر نفس الرقم في أكثر من رمية، إذن نستخدم الترتي
                                                               

   =p(A)لحدث ظهور عدد فردي، إذن:  A/ نرمز بـــ 1
 

  
     

   =p(B)لحدث ظهور عدد يتضمن أرقام متمايزة، إذن:  B/ نرمز بــ 2
 

  
 

  

(   ) 

   
 
   

   
       

 ، إذن:       Bمكمل للحدث  Cلحدث ظهور عدد يتضمن أرقام متشابهة، نلاحظ أن الحدث  Cنرمز بــ  /3

p(C)= 1-p(B)=1-             

   =p(D)، إذن: 311لحدث ظهور عدد أصغر من  Dنرمز بــ  /4
 

  
       

 /5تمرين
 إناث. 7ذكور،  8طالب، منهم 15قسم يحتوي على     

 أشخاص لتمثيل القسم، فما احتمال أن: 3مجموعة مكونة من أ/ نقوم باختيار 

 / تتضمن ذكرين وأنثى؟1

 في المجموعة؟ سعيد/ لا يوجد الطالب 2

 في المجموعة؟  صالح / يوجد الطالب3

 / تتضمن على الأقل طالب ذكر؟4

رئيس، نائب أشخاص لتمثيل القسم، حيث تتضمن  3ب/ نفس الأسئلة السابقة، عندما نقوم باختيار مجموعة 
 أول، نائب ثاني.

 الحل: 
 ، إذن نستخدم التوفيقات بدون تكرار.نلاحظ أن الترتيب غير مهم، والتكرار غير مسموح به /أ

 لحدث المجموعة تتضمن ذكرين وأنثى، إذن: 1A/ نرمز بــ 1-أ
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p(A1)=   
    

 

   
  

  

   (   ) 
  

   

  (    ) 

 
   

   
       

   =p(A2)لحدث لا يوجد الطالب سعيد في المجموعة، إذن:  A2نرمز بــ / 2-أ
 

   
  

   

   
     

     =p(A3)لحدث يوجد الطالب صالح في المجموعة، إذن:  A3بـــ  نرمز/ 3-أ
 

   
  

  

   
     

 لحدث تتضمن المجموعة على الأقل طالب ذكر، إذن: A4بــ نرمز / 4-أ

 p(A4) = (  
    

 ) (  
    

 )   
 

   
  

          

   
 
   

   
                     

 إناث، إذن: 3فالاحتمال المطلوب هو كل الاحتمالات باستثناء احتمال ظهور  أو بطريقة أخرى،     

P(A3)=1-   
 

   
     

  

   
 
   

   
       

، وأما التكرار فهو غير تلفة للأشخاص في المجموعة الجزئيةنلاحظ أن الترتيب مهم لأن هناك تمايز ورتب مخ ب/
 مسموح به، إذن نستخدم الترتيبات بدون تكرار. 

  لحدث المجموعة تتضمن ذكرين وأنثى، حيث أن عدد امكانيات اختيار ذكرين هو  B1/ نرمز بـــ 1-ب
  ،

كرين إناث، وبالتالي عدد امكانيات اختيار ذ  7، لأن المجموعة الأصلية فيها 7وعدد امكانيات اختيار أنثى هو 
  )وأنثى هو 

، وبما أن الترتيب مهم فينبغي اخذ في الاعتبار امكانيات ظهور الأنثى، هل كرئيس أو (   
  حالات، ويمكن حساب ذلك كالآتي:  3نائب أول أو نائب ثاني، أي هناك 

، وبالتالي يصبح عدد    
  )امكانيات اختيار ذكرين وأنثى هو 

   )  هو:، إذن الاحتمال المطلوب   

p(B1)=(  
   )  

   
  

  

(   ) 
   

   

(    ) 

 
    

    
       

   =p(B2)لحدث لا يوجد الطالب سعيد في المجموعة، إذن:  B2نرمز بــ  /2-ب
 

   
  

    

    
     

 لحدث يوجد الطالب صالح في المجموعة، إذن: B3بـــ  نرمز/ 3-ب
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                                 p(B3)=(     
 )  

   
  

   

    
     

  لحدث تتضمن المجموعة على الأقل طالب ذكر، إذن: B4بــ نرمز / 4-ب

p(B4) =   (  
    

 )   (  
    

 )   
 

   
  

             

    
 
    

    
       

لأساس في الأخير نلاحظ أن نتائج الأسئلة ضمن هذا الفرع هي نفسها نتائج السؤال السابق، وذلك ناتج با     

   على أنه في الحالة العامة يكون: 
 

  
  

  
 

  
 

  

   (   ) 
  

   (   ) 

 

  

(   ) 
  

(   ) 

    

 /6تمرين 

من إجمالي الإنتاج، وتتم  A1 61%، حيث يمثل المنتج A1 ،A2مؤسسة إنتاجية تنتج وحدتين انتاجيتين      
، نقوم %35ينتج  B2، الفرع %51ينتج  B1فروع تملكها المؤسسة، حيث الفرع  3عملية الإنتاج من خلال 

 باختيار وحدة انتاجية من انتاج هذه المؤسسة بصفة عشوائية، فما احتمال الحصول على:

  ؟B2وتتبع الفرع  A1/ وحدة انتاجية 1

 ؟B3أو  B1وتتبع الفرع  A1/ وحدة انتاجية 2

 الحل:

    1221p(B2) = 0,60         ×p(A1B2) = p(A1)/   الاحتمال المطلوب هو:  1

 ، ويمكن حسابه بطريقتين:[pA1 (B1B3)/ الاحتمال المطلوب هو 2

 B3)B )]  p(A ) × p(B (B1 A1p                    :1طريقة 

                              p(A ) ×p(B1) + p(B3)]   
                         6  × (     +     ) 

            6  ×   6  
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 :2طريقة 

= p A1B1)(A1B3)]       pA1 (B1B3)] 

p(A1B1) + p(A1B3) =                        

                                   p(A ) × p(B ) + p(A )×p(B )   

                                6        +   6   p(B3) 

 p(B1)+ p(B2) + p(B3)= 1       ، هي متكاملة، إذن:B1 ،B2 ،B3بما أن الحوادث 

 p(B3)= 1- p(B1) – p(B2)     

         p(B3)=1 – 0,50 –      

                      p(B3)       

      pA1 (B1B3)]=   6        +   6   ومنه:

                                    

 /7تمرين 

، p(A)= 0,60 ،P(B)= 0,70 ،p(C)= 0,20حيث  ،A  ،B ،C، D:الحوادث المستقلة لدينا      
p(D)= 0,40     :أحسب الاحتمالات الآتية ، 

1 /p(AB) ،p(AC)  ،p(BC) ،p(ABC)؟ 

2 /p(AB) ،p(AC) ،p(BC) ،p(ABC)؟ 

3 /p( ̅ ) ،p( ̅ ̅) ،p( ̅ ̅ ̅) ؟ 

4 /p(  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ،p(   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ،p(  ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ،p(  ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ؟(̅
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5 /p( ̅ ) ،p( ̅ )̅̅ ̅ ،p( ̅ ̅ ̅)؟ 

6 /p(  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ،p(   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ،p(  ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ،p( ̅ ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ؟(̅

7 /pA(BC)]  ،pA(BC)]؟ 

8/ p(ABCD)؟ 

 الحل:

1 /                                            p(AB)   p(A) × p(B)     6  ×           2 

p(AC)   p(A) × p(C)     6  ×   2       2 

p(BC)   p(B) × p(C)        ×   2         

p(ABC)   p(A) × p(B) × p(C)     6  ×      ×   2          

2/ p(A) + p(B) - p(AB) = 0,60 + 0,70 –    2                        p(AB) = 

= p(A) + p(C) - p(AC) = 0,60 + 0,20 -    2     6  p(AC) 

= p(B) + p(C) - p(BC) = 0,70 + 0,20 -           6 p(BC) 

= p(A) + p(B) + p(C) - p(AB) - p(AC) - p(BC)              p(ABC) 

+ p(ABC) 

    6  +      +   2  -    2 -    2 -      +       

        

3/ = 1 – p( ̅)] × p(B)   (  –   6 ) ×          2       = p( ̅) × p(B) p( ̅ )  

 = p( ̅) × p( ̅) = 1 – p( ̅)] × 1 – p( ̅)] = (1 –     ) × ( -   2 )  p( ̅ ̅) 
                                           2  
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 p( ̅ ̅ ̅) =1 – p( ̅)] × 1 – p( ̅)] × 1 – p( ̅)]  

=(1 –   6 )× (  –     ) × ( -   2 )       6     

4 /p(  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = p( ̅   ̅) = p( ̅) + p( ̅) – p( ̅ ̅)                                          

= p( ̅) + p( ̅) – p( ̅)p( ̅)                                              

              = (1 – 0,60)+ (1 – 0,70) - (1 –   6 )× (  –     )  

       +      +                                  

                                           

= p( ̅   ̅   ̅) p(   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

= p( ̅) + p( ̅) + p( ̅) - p( ̅ ̅) - p( ̅ ̅) - p( ̅ ̅)  + p( ̅ ̅ ̅) 

= 0,40+0,30+0,80–        -        -         +                

      -   2 -   2 -  2  +     6       6      

= p( ̅   ̅̅) = p( ̅  B) = p( ̅) + p(B) _ p( ̅  B) p(  ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

                                 = 0,40 + 0,70 –               2 

= p( ̅   ̅̅   ̅) = p( ̅  B   ̅) p(  ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

= p( ̅) + p(B) + p( ̅) - p( ̅B) - p( ̅ ̅) - p(B ̅) + p( ̅B ̅) 

      +    +    -    0,70–          -        +              

= 1,9 – 0,28 – 0,32 –    6 +   22       6  

5/= p( ̅) + p(B) – p( ̅B) = 0,40+0,70 –               2          p( ̅ ) 
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= p( ̅) + p( ̅) – p( ̅ ̅) = 0,30 + 0,80 –               6 p( ̅ ̅) 

= p( ̅) + p( ̅) + p( ̅) - p( ̅ ̅) - p( ̅ ̅) - p( ̅ ̅)              p( ̅ ̅ ̅) 

+ p( ̅ ̅ ̅) 

=0,40+0,30 +0,80 –          -         -        +             

      -   2 -   2 -  2  +    6       6 

6/= p( ̅   ̅) = p( ̅)  p( ̅)                2                             p(  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

= p( ̅   ̅   ̅)                         6 p(   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

= p( ̅   ̅̅) = p( ̅  C) = p( ̅) p(C) = 0,30  2       6 p(  ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

= p( ̅̅   ̅̅   ̅) =p(A) p(B) p( ̅)    6              6 p( ̅ ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

7 /         p(A)  p(B) + p(C)- p(B)p(C)]  pA(BC)]= p(A)p(BC)= 

   6 (    +  2  -      2 )    6 (     -    )       6 

P(A) + p(BC) –p(A (BC)]  =  pA(BC)] 

= p(A) + p(BC) – p(ABC) 

    6  +     0,20 –   6       2  

= 0,60 + 0,14 –           6 6 

8/                                                      p(ABCD) = p(ABC)  D] 
= p(ABC) + p(D) – p(ABC)  D] 
= p(ABC) + p(D) – p(ABC) p(D) 

 0,904 + 0,4 –          = 
 1,304 –    6 6       2 = 
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 / 8تمرين 

، p(A)= 0,40 ،P(B)= 0,25 ،p(C)= 0,15، حيث A  ،B ،Cلدينا الحوادث المتنافية:      
 أحسب الاحتمالات الآتية:     

1 /p(AB) ،p(AC) ،p(BC) ،p(ABC)؟  

2 /pA(BC)]  ،pA(BC)]؟ 

 الحل:

1/   p(AB) = p(A) + p(B) = 0,40 + 0,25 = 0,65                                           

p(AC) = p(A) + p(C) = 0,40 + 0,15 = 0,55 

= p(B) + p(C) = 0,25 + 0,15 = 0,40 p(BC) 

 p(ABC) = p(A) + p(B) + p(C) =      +   2  +             

2/ pA(BC)]                                     = p(A) + p(BC) - pA(BC)] 

= p(A) + p(BC) – p(ABC) 

= p(A) + p(B) + p(C) – p(A) – p(B) – p(C) = 0 
= p(A) + p(BC) = p(A) = 0,40  pA(BC)] 

 /9تمرين 

يقوم بإطلاق ثلاث رميات متتالية على هدف معين، حيث احتمال أن يصيب في الرمية الأولى هو  شخص     
(، 1275(، واحتمال أن يصيب في الرمية الثالثة هو )1271(، واحتمال أن يصيب في الرمية الثانية هو )1241)

 فما احتمال:بافتراض هذه الرميات، هي عبارة عن تجارب احتمالية مستقلة، 

 يصيب في الرمية الأولى ولا يصيب في الرمية الثانية؟ / أن 

 / أن يصيب في الرمية الأولى والثانية ولا يصيب في الثالثة؟2
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 الحل:

 الإصابة في الرمية الثالثة. Cالإصابة في الرمية الثانية،  Bلحدث الإصابة في الرمية الأولى،  Aنرمز بـــ      

 أن يصيب في الرمية الأولى ولا يصيب في الرمية الثانية معناه:  / احتمال1

p(A) × p( ̅)   p(A) × p( ̅)        ×          2 

 / الاحتمال المطلوب هو:2

P(AB ̅)   p(A) × p( ) × p( ̅)        ×    ×  2         

  /11تمرين 

احتمالات اصابة هذه الأهداف  حيث، A ،B ،Cأهداف  3شخص يقوم بإطلاق رمية واحدة على      
 ، فما احتمال:p(A)=0,40 ،p(B)= 0,20 ،p(C)=0,25 هي:

 / أن يصيب هدف معين؟1

 / أن لا يصيب أي هدف؟2

 الحل:

1/                p(ABC) = p(A) + p(B) + p(C) = 0,40 + 0,20 + 0,25 = 0,85 
2/p  - (ABC)] = p( ) - p(ABC) = 1 –                                  

 /11تمرين 

 (S) (، وفي مادة الإحصاء1261هو ) (C)طالب جامعي في امتحان مادة المحاسبة  احتمال أن ينجح     
(، بافتراض أن نجاحه في مادة معينة لا يؤثر على احتمال نجاحه 1235)(M) (،  وفي مادة الرياضيات 1231)

 احتمال: فما في مادة أخرى،
 / أن ينجح في جميع المواد؟1

 / أن ينجح في المحاسبة أو الإحصاء أو الرياضيات؟2
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 / أن ينجح في مادة واحدة فقط؟3

 / أن ينجح في مادة واحدة على الأقل؟4

 الحل:

  احتمال أن ينجح في جميع المواد:      /1

    p(C  S  M) = p(C)  p(S)  p(M) = 0,60               6  
 في المحاسبة أو الإحصاء أو الرياضيات: / احتمال أن ينجح2 

       p(CSM) = p(C) + p(S) + p(M) – p(CS) – p(CM) – p(SM)  

+ p(CSM) 

= 0,60+0,30 + 0,35 – (  6 0,30) – (  6 0,35) – (        ) 
+(  6         ) 

= 1,25 –      -  2 -      +   6          
 / احتمال أن ينجح في مادة واحدة فقط:3

P(A ̅ ̅)  ( ̅  ̅)  ( ̅ ̅ )]  
  (  6 ×     ×   6 ) + (    +     +   6 ) + (    +     +     ) 

    2   +       +               

 / احتمال أن ينجح في مادة واحدة على الأقل:4
P(  - ( ̅ ̅ ̅)] = p( ) – p( ̅ ̅ ̅)  

=1 – (  6     0,35) = 1 –    6          



 
 

 
 
 

 

 :الفصل الثالث
 الاحتمالات الشرطية 

 
 ملخص:-1

.مفهوم الاحتمالات الشرطية 

.خواص الاحتمالات الشرطية 

 .محلولة تمارين -2
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  ملخص: .1

 :مفهوم الاحتمالات الشرطية 

حيث أنه إذا كان عندنا حدثين غير (، المترابطة) الغير مستقلة وتسمى أيضا الاحتمالات التي تتعلق بالحوادث     
، فإن Aقد وقع وتحقق، ونريد حساب احتمال أن يقع الحادث  B، وإذا علمنا بأن الحادث A ،Bمستقلين 

⁄  )pصياغة هذا الاحتمال تكتب كالآتي:   ، حيث يحسب كالآتي:         

p(  ⁄   
      

    
 

، فإن صياغة هذا الاحتمال Bهو الذي وقع، ونريد حساب احتمال وقوع الحادث  Aوأما إذا كان الحدث       

⁄  )p تكتب كالآتي: ⁄  )p، حيث يحسب كالآتي:        
      

    
            

  الاحتمالات الشرطية:خواص  

 ذكر بعض الخواص المرتبطة بالاحتمالات الشرطية والحوادث المترابطة، كالآتي: ويمكن   

⁄  )p، حدثين غير مترابطين )مستقلين(، فإن: A ،Bإذا كان  -1          

⁄  )p  ، حدثين متنافيين، فهما بالضرورة مرتبطين، وهذا لأن:A ،Bإذا كان  -2        

P(  ⁄     

 ، مترابطين أيضا.̅ ، ̅ ، حدثين مترابطين، فإن A ،Bإذا كان  -3
4- P(A B)= p(A)p(  ⁄                                                                                   

5- P(B A)= p(B)p(  ⁄                                                                           

6- P(A B)= p(B A)      p(  ⁄           ⁄    

7-                   ⁄    [      ⁄ ]                          
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8-  [      ⁄ ]                                                                                    

 ، فإن: A ،Bإذا كان لدينا حدثين متنافيين  -9

 [
     

 
⁄ ]   ( 

 ⁄ )   ( 
 ⁄ ) 

 ، فإن: A ،B ،Cإذا كان لدينا ثلاثة حوادث  -11

P[
     

 
⁄ ]   ( 

 ⁄ )   ( 
 ⁄ )   [

     
 

⁄ ] 

 

 

 

 

 

 

 

 



الاحتمالات الشرطية                                                         الفصل الثالث:                      
 

   
 

 تمـــــــــــــارين محــــــلولة 2
 /1تمرين 

، أحسب p(A) =0,45 ،p(B) =0,75 ،p(A B)=0,80، حيث: A ،Bليكن لدينا الحدثين      
 الاحتمالات الآتية:

1 /p(A B)؟ 

2 /p   ⁄  ؟ 

3 /p   ⁄  ؟ 

4 /p(
     

 
⁄  ؟(

5 /p( 
   ⁄  ؟(

 الحل:

1 /p(A B) = p(A) + p(B) –p(A B)                                                              

 p(A B) = p(A) + p(B) - p(A B) 

                   = 0,45 + 0,75 –             

2/                                                          p( 
 ⁄ )   

      

    
 

    

    
    7 

3/                                                          p( 
 ⁄ )   

      

    
 

    

    
   7  



الاحتمالات الشرطية                                                         الفصل الثالث:                      
 

   
 

4                       /   p(
     

 
⁄ )  

          

    
 

      

    
 

    

    
    7 

5/                                             p( 
   ⁄ )  

          

      
 

      

      
   

 /2تمرين

(، وأن 14,5(، وفي مادة المحاسبة هو )1445هو ) (S)احتمال أن ينجح طالب معين في مادة الاحصاء      
 (، فما هو احتمال:1425ينجح في المادتين معا هو )

 / أن ينجح في الإحصاء أو المحاسبة؟1

 علما أنه ناجح في الاحصاء؟/ أن ينجح في المحاسبة 2

 / أن ينجح في الاحصاء علما أنه ناجح في المحاسبة؟3

 / أن ينجح في الاحصاء علما أنه ناجح في الاحصاء أو المحاسبة؟4

 / أن ينجح في الإحصاء أو المحاسبة علما أنه ناجح في الإحصاء؟ 5

 الحل:

1/  p(S) + p(C) – p(S C)=0,45 + 0,75 -                                p(S C)= 

2/p( 
 ⁄ )  

      

    
 

    

    
                                                                 

3/p( 
 ⁄ )  

      

    
 

    

    
                                                                 

4/p( 
   ⁄ )  

          

      
 

    

      
 

    

    
    7                                   

5/                                                      p(   
 ⁄ )  

          

    
 

    

    
   



الاحتمالات الشرطية                                                         الفصل الثالث:                      
 

   
 

 /3تمرين 

من الذكور في هذه المنطقة مصابين  %5,(، و %55نسبة الذكور في منطقة في منطقة سكانية معينة هو )     
من الإناث مصابين بالمرض  %61مصابين بالمرضين معا، و %41، و(Y)مصابين بمرض  %51، و(X)بمرض 

(Xو ،)مصابين بالمرض  %45Yمصابين بالمرض معا، نقوم باختيار شخص عشوائيا من هذه  %31، و
 المنطقة، فما احتمال أن يكون:

 (؟X/ ذكر ومصاب بالمرض )1

 (؟Yو) (X)/ أنثى ومصابة بالمرض 2

 ؟X/ مصاب بالمرض 3

 ؟Y/ مصاب بالمرض 4

 ؟Yو X/ مصاب بالمرض 5

 / مصاب؟6

 / غير مصاب )سليم(؟,

 (؟X/ ذكر، إذا كان مصاب بالمرض )8

 (؟Y/ أنثى، إذا كانت غير مصابة بالمرض )9

 (؟ Yأو غير مصابة بالمرض) X)/ أنثى، إذا كانت غير مصابة بالمرض )11

 / ذكر، إذا كان غير مصاب؟11

 الحل:

 ، وبالتالي معطيات التمرين تتمثل في: F، وللإناث بــ Gللذكور بــ  نرمز     

P(G)=0,55       p(F)= 0,45     p( 
 ⁄ )    7      p( ̅  ⁄ )       



الاحتمالات الشرطية                                                         الفصل الثالث:                      
 

   
 

p( 
 ⁄ )           p( ̅  ⁄ )        p( 

 ⁄ )         p( ̅  ⁄ )       

p( 
 ⁄ )              p( ̅  ⁄ )             

p(   
 ⁄ )        p(   ̅̅ ̅̅ ̅̅

 ⁄ )         

 p(   
 ⁄ )         p(   ̅̅ ̅̅ ̅̅

 ⁄ )    7   

1/ p(G X)= p(G)p( 
 ⁄ )                                                   

2/  p[        = p(F)  p(   
 ⁄ )                                          

3/ p(G X) + p(F X)                                   p(X) = p[              =         

        = p(G) p( 
 ⁄ ) + p(F)  p( 

 ⁄ ) 

                                        

p(G Y) + p(F Y)                                      p(Y) = p[              = 

        = p(G) p( 
 ⁄ ) + p(F)  p( 

 ⁄ ) 

                                     77   

5/p(X Y) = p[(       )        ]                                                 

              =  p[         + p[         



الاحتمالات الشرطية                                                         الفصل الثالث:                      
 

   
 

               = p(G)  p(   
 ⁄ ) + p(F) p(   

 ⁄ )                

                                                 

p(X Y) = p(X) + p(Y) – p(X Y)                                                           /6  

                                   -               

,/                              = 1- p(X Y) = 1-               p( ̅  ̅) = P(   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

8/P( 
 ⁄ )   

      

    
  

      

      
                                                         

9/              p( 
 ̅

⁄ )=      ̅ 

   ̅ 
 = 

     ( ̅
 ⁄ )

       
 =          

        
 

      

      
         

11/ [    ̅  ̅  

   ̅  ̅ 
                                                                       p( 

 ̅  ̅
⁄ ) = 

                    = 
     ( ̅  ̅

 ⁄ )

   ̅  ̅ 
  

                   =  
     (   ̅̅ ̅̅ ̅̅

 ⁄ )

     ̅̅ ̅̅ ̅̅  
  

                   =  
     (   ̅̅ ̅̅ ̅̅

 ⁄ )

[         
 =          

         
 

     

     
          

  /                    (
     

 
⁄ )    ( 

 ⁄ )    ( 
 ⁄ )   (   

 ⁄ )    

                                        -               

  /  (
  ̅  ̅ 

 
⁄ )   (

    ̅̅ ̅̅ ̅̅  
 

⁄ )                                                             



الاحتمالات الشرطية                                                         الفصل الثالث:                      
 

   
 

                              (
     

 
⁄ )               

p( 
 ̅  ̅

⁄ ) =  [    ̅  ̅  

   ̅  ̅ 
                                                                          

                    = 
     (

  ̅  ̅ 
 

⁄ )

   ̅  ̅ 
  

        

     
         

 /4تمرين 

، ويتطلب إنتاج Mكغ من المادة أولية A 1(، ويتطلب إنتاج وحدة من A ،Bمؤسسة تنتج منتجين )     
، Aيستخدم في المنتج  Mمن المادة الأولية  %41، حيث أن Mكغ من المادة الأولية   B 145وحدة من 

 كغ من هذه المادة الأولية.  311استخدام ، وأنه تم Bفي انتاج المنتج  %61و

،  E1يتبع الفرع  Aمن المنتج  %5,( تملكهما المؤسسة، حيث E1 ،E2ويتم الانتاج من خلل فرعين )     
 ، نقوم باختيار وحدة إنتاجية بصفة عشوائية، فما احتمال أن تكون:E2يتبع الفرع  Bمن المنتج  %61و

 ؟A/ وحدة انتاجية 1

 ؟ E1وتتبع الفرع  B/ وحدة إنتاجية 2

  ؟E1 / تتبع الفرع 3

 ؟E2، علما أنها تتبع الفرع B/ وحدة انتاجية 4

 ؟E1، علما أنها تتبع الفرع A/ وحدة إنتاجية 5

  الحل:

  )  من معطيات التمرين لدينا:     
 ⁄ )    7        (  

 ⁄ )       

 (  
 ⁄ )               (  

 ⁄ )       



الاحتمالات الشرطية                                                         الفصل الثالث:                      
 

   
 

 Mكغ من إجمالي   A  111تستخدم في  Mكغ من   41/ لدينا:  1

                    x        311  من كغM 

   x=  :  ومنه     

   
 .Aيتم استخدامها في المنتج  Mكغ من المادة الأولية   121،  إذن     

 .Bكغ يتم استخدامها في المنتج   181، إذن        -   ولدينا:      

 .Aوحدة منتجة من  121، إذن فهناك Mكغ من المادة 1يتطلب استخدام  Aلإنتاج وحدة واحدة من      

 .Bوحدة منتجة من  361، إذن فهناك Mكغ من    يتطلب استخدام  Bواحدة من  ولإنتاج وحدة     

 121 481، وذلك كالآتي:   Aباستخدام القاعدة الثلاثية نجد نسبة الوحدات الإنتاجية      

       =xومنه              

   
                                            x    111 

 .                                     %5,هي  B، ونسبة الوحدات الإنتاجية %25هي  Aإذن نسبة الوحدات الإنتاجية        

 ، وهو المطلوب.p(A)= 0,25:  وبالتالي     

2 /p(B E1)=       (  
 ⁄ )    7                                        

 /p(E1)= p[                                                                                

         = p               

         = p     (  
 ⁄ )                

                                     

4/p( 
  ⁄ )  

       

     
                                                                                

                         (  
 ⁄ )

       
 

         

        
 

    

      
    7    



الاحتمالات الشرطية                                                         الفصل الثالث:                      
 

   
 

5/ p( 
  ⁄ )  

       

     
 

      (  
 ⁄ )

     
 

         

      
                         

 /5تمرين 

، نقوم بسحب كرتين على التوالي وبدون  N كرات سوداء  B ،4كرات بيضاء   6صندوق يحتوي على      
 ارجاع، ما احتمال أن تكون:

 / الكرة الثانية بيضاء؟1

 / الكرة الأولى سوداء إذا كانت الكرة الثانية بيضاء؟ 

 كانت الكرة الثانية بيضاء؟/ الكرة الأولى بيضاء إذا   

      الحل:

1/p(B2)= p[                                                                             

         = p(B1)  p(  
  ⁄ )         (  

  ⁄ )  

          =  

  
 

 

 
  

 

  
  

 

 
 

  

  
     

 /                                                                         (  
  ⁄ )   

        

     
 

                             (  
  ⁄ )

     
 

 

  
  

 

 

   
 

      

   
        

 /                                                                           p(  
  ⁄ )  

        

     
 

                           (  
  ⁄ )

     
 

 

  
  

 

 

   
 

      

   
        

 



 
 

 
 
 

 

 :الفصل الرابع
 التجارب الاحتمالية المتتالية 

 ()التجربة المركبة / شجرة الاحتمال
 
 ملخص: -1-1 

:التجارب الاحتمالية المتتالية والمستقلة 
 .حساب الاحتمال الكلي-
 .من الحوادث حساب احتمال تقاطع مجموعة-
:التجارب الاحتمالية المتتالية والمترابطة 
 .حساب الاحتمال الكلي-
 .حساب احتمال تقاطع مجموعة من الحوادث-
 نظرية بايز )الاحتمالات الشرطية(.-

 تمارين محلولة. -2



/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

   
 

 ملخص: .1

 التجارب الاحتمالية المتتالية والمستقلة:  1.1

، ̅ ، A )متكاملين( حدثينقلة، حيث التجربة الأولى تتضمن تجارب احتمالية مست 3نفرض أنه لدينا     
 حوادثجربة الاحتمالية الثالثة تتضمن ، والت̅ ، B )متكاملين( حدثينجربة الاحتمالية الثانية تتضمن والت

، ومعنى أن تكون التجارب متتالية هو أن تكون متتالية زمنيا؛ أي أنه تحدث التجربة C ،D ،E  )متكاملة(
الأولى، ثم بعد ذلك تحدث التجربة الثانية، ثم التجربة الثالثة، وبما أن التجارب مستقلة، فإن احتمالات نتائج 

ئج التجربة الثالثة مستقلة عن نتائج عن نتائج التجربة الأولى، واحتمالات نتا حدوث التجربة الثانية مستقلة
مثلا من التجربة الأولى، هي  Aالتجربتين الأولى والثانية، فمثلا احتمالات نتائج التجربة الثانية بعد وقوع الحادث 

من التجربة الأولى، ويمكن تمثيل احتمالات حدوث الحوادث الممثلة  ̅ نفس احتمالات النتائج بعد وقوع الحادث 
 الاحتمالية، من خلال شجرة الاحتمال كالآتي: لهذه التجارب

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
  ة، في بعض التمارين إذا لم يتم ذكر أن التجارب مستقلة أو مترابطة بعبارة صريحة، فإن معطيات التمرين قد تدل على أنها مستقلة أو مترابط

وفي بعض التمارين قد يكون النظر إلى كيفية حدوث التجارب في الواقع يكشف هل هي مستقلة أو مترابطة، وقد تكون بعض التجارب مستقلة 
 دوثها في الواقع، ويتم افتراض في التمرين أنها مترابطة. حسب ح

C 
D 
E 

C 
D 
E 

C 
D 
E 

C 
D 
E 

 

 

P(𝐵) 

P(𝐵 ) 

P(𝐴 ) 

P(A) 

P(𝐵 ) 

P(𝐵) 

A 

 ̅ 

B 

 ̅ 

B 

 ̅ 

التجربة الاحتمالية 

 الأولى

التجربة الاحتمالية 

 الثانية
 التجربة الاحتمالية الثالثة

𝑝(𝐶)   
𝑝(𝐷) 
𝑝(𝐸) 

𝑝(𝐶)   
𝑝(𝐷) 
𝑝(𝐸) 

𝑝(𝐶)   
𝑝(𝐷) 
𝑝(𝐸) 

𝑝(𝐶)   
𝑝(𝐷) 
𝑝(𝐸) 
 



/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

   
 

، وذلك تقاطع مجموعة من الحوادثتسهل معرفة احتمال في حالة التجارب المستقلة  شجرة الاحتمال     
أي جداء  التقاطع، ثم نقوم بحساب جداء الأجزاء المكونة له؛من خلال تتبع المسار الذي يتوافق مع هذا 

 ، ويمكن توضيح ذلك من خلال الأمثلة الآتية:الاحتمالات المكونة له
     (   )    ( )  ( ) 

     (   ̅)   ( )  (  )  

     (     )   ( )   ( )   ( ) 

     (      )   ( )   ( ̅)   ( ) 

     (   )   p[(     ) (      )]  

                        (     )   (      ) 
                      ( )   ( )   ( )    ( )   ( ̅)   ( ) 
                         ( )   ( )  [ ( )   (  )]  
                      ( )   ( )  ( )   ( )   ( )     
     (    )    (  )   ( ) 

  التجارب الاحتمالية المتتالية والمترابطة: .2. 1

نفس المثال للحالة السابقة، لكن هنا نفرض بأن التجارب الاحتمالية الثلاثة مترابطة، أي أن احتمالات       
نتائج حدوث التجربة الثانية مرتبطة بنتائج التجربة الأولى، واحتمالات نتائج التجربة الثالثة مرتبطة بنتائج التجربتين 

مثلا من التجربة الأولى، قد تختلف عن  Aربة الثانية بعد وقوع الحادث الأولى والثانية، فمثلا احتمالات نتائج التج

                                                           
   عندما يكون عدد التجارب الاحتمالية المكررة كبير، فإنه يصعب استخدام شجرة الاحتمال، ويكون الحل من خلال استخدام قوانين التوزيعات

رب المتتالية، وقد تكون مستقلة أو مترابطة، وكل تجربة احتمالية ل للتجايالاحتمالية، كما سنرى لاحقا، كذلك نشير إلى أن شجرة الاحتمال هي تمث
 .تتضمن مجموعة من الحوادث المتكاملة، أي مختلف الحوادث متنافية )احتمال تقاطعها يساوي الصفر(، وأيضا مجموع احتمالاتها يساوي الواحد

، فإنه يمكن من الفصل السابق 3لتمرين تمثيلها بطريقة الشجرة، مثل ا، يمكن السابقةكذلك نشير إلى أن بعض التجارب الاحتمالية في التمارين  -

 ى، فالشجرة في التجربة الأولالسؤال الأولتمثيل هذه الشجرة بكيفيات مختلفة على حسب صيغة السؤال والاحتمال الذي نريد حسابه، فمثلا في 

 في هي نفسها، لكن ى، فالشجرة في التجربة الأولالسؤال الثاني في وأما،   ،  ، وفي التجربة الثانية تتضمن الحدثين G ،Fتتضمن حدثين 

 .  ،  التجربة الثانية، تتضمن حدثين في ، وفي السؤال الثالث أيضا التجربة الأولى هي نفسها، لكن     ،         التجربة الثانية تتضمن الحدثين 
 تجربة واحدة، لكن يمكن تفكيكها وتصويرها وكأنها متتالية، لتسهيل الحل.التجارب قد تبدو وكأنها غير متتالية في الواقع، وكأنها بعض   -
كذلك نشير إلى أنه في حالة إذا كانت التجارب المتتالية مستقلة واحتمالات الحوداث هي ثابتة في جميع التجارب فإن هذه حالة خاصة من  -

ت الاحتمال الثابت، أي أنه نفس التجربة يتم تكرارها عدد من المرات، مع كل التجارب المتتالية المستقلة، تسمى بالتجارب المتكررة المستقلة ذا

 في حالة السحب على التوالي ومع الارجاع.    (2في )الفصل  1التمرين مرة تكون مستقلة عن الأخرى، مثل في 



/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

   
 

من التجربة الأولى، ويمكن تمثيل احتمالات حدوث الحوادث الممثلة لهذه  ̅ احتمالات النتائج بعد وقوع الحادث 
 التجارب الاحتمالية، من خلال شجرة الاحتمال كالآتي:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شجرة الاحتمال تسهل معرفة احتمال حادث معين، وذلك من خلال تتبع مسارات هذا الحادث في شجرة      
الاحتمال، حيث نقوم بجمع مختلف المسارات المتوافقة مع الاحتمال المراد حسابه، وكل مسار يساوي إلى جداء 

 ك من خلال الأمثلة الآتية:الأجزاء المكونة له؛ أي جداء الاحتمالات المكونة له، ويمكن توضيح ذل

 :               حساب الاحتمال الكلي

             P(B) = p(A) p(  ⁄ )   +  p(  ) p( 
  
⁄ )  

P( ̅)   ( )   ( ̅  ⁄ )   ( ̅)   ( 
 
  
⁄ ) 

 ( )   ( )   (  ⁄ )   [ (   )⁄ ]   ( )   ( 
 
 ⁄ )   [ 

(    )⁄ ]   ( ̅)

  (  ⁄ )   [ 
(    )⁄ ]   ( ̅)   ( 

 
  
⁄ )   [ 

(     )⁄ ] 

P(𝐵
𝐴 
⁄ ) 

P(𝐵 𝐴⁄ ) 

P(𝐴 ) 

P(A) 

P(𝐵 𝐴⁄ ) 

P(𝐵 𝐴⁄ ) 

A 

 ̅ 

B 

 ̅ 

B 

 ̅ 

التجربة الاحتمالية 

 الأولى
التجربة الاحتمالية 

 الثانية

C 

D 

E 

C 

D 

E 

C 

D 

E 

C 

D 

E 

 

 التجربة الاحتمالية الثالثة

𝑝 [𝐶
(𝐴 𝐵 )⁄ ]   

𝑝 [𝐷
(𝐴 𝐵 )⁄ ] 

𝑝 [𝐸
(𝐴 𝐵 )⁄ ] 

 

𝑝 [𝐶
(𝐴 𝐵)⁄ ]   

𝑝 [𝐷
(𝐴 𝐵)⁄ ] 

𝑝 [𝐸
(𝐴 𝐵)⁄ ] 

 
𝑝 [𝐶

(𝐴 𝐵 )⁄ ]   

𝑝 [𝐷
(𝐴 𝐵 )⁄ ] 

𝑝 [𝐸
(𝐴 𝐵 )⁄ ] 

 

𝑝 [𝐶 (𝐴 𝐵)⁄ ]   

𝑝 [𝐷 (𝐴 𝐵)⁄ ] 

𝑝 [𝐸 (𝐴 𝐵)⁄ ] 

 



/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

   
 

 حساب احتمال تقاطع مجموعة من الحوادث:

 (   )    ( )  (  ⁄ ) 

 (   ̅)   ( )  ( 
 
 ⁄ )  

 (     )   ( )   (  ⁄ )   [ (   )⁄ ] 

 (      )   ( )   ( 
 
 ⁄ )   [ 

(    )⁄ ] 

 (   )   p[(     ) (      )] 

                  p(     )   (      ) 

                 ( )   (  ⁄ )   [ (   )⁄ ]   ( )   ( 
 
 ⁄ )

  [ 
(    )⁄ ] 

 :)الاحتمالات الشرطية( نظرية بايز

 (  ⁄ )  
 (   )

 ( )
 

 ( )  (  ⁄ )

 ( )  (  ⁄ )        (  )  ( 
  
⁄ )

 

 ( 
  
⁄ )  

 (    )

 (  )
 

 ( )  ( 
 
 ⁄ )

 ( )  ( 
 
 ⁄ )        (  )  ( 

 
  
⁄ )

 

يتم تطبيقها بدون  هذه النظريةونشير إلى أن ، لتظرية )قانون( بايزإن العلاقتين الأخيرتين يعتبران كتطبيق        
 لذلك. طلب ذلك في التمرين، وقد يتم تطبيقها بدون أن ننتبهأن ي  



/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

   
 

A1 
𝐴2     

𝐴2     

A  

A  

A  

𝐴3     

A  

 3     

A  

 3     

𝐴3     

A  

 تمـــــــارين محلولة .2  

 /     1تمرين

رميات متتالية )مستقلة( على هدف معين، حيث احتمال الإصابة في الرمية  3شخص معين يقوم بإطلاق      
 .02,0، وفي الرمية الثالثة 02,0 ، وفي الرمية الثانية02,0الأولى هو 

 / أرسم شجرة الاحتمال الممثلة لهذه التجارب المتتالية؟1

 / احسب الاحتمالات الآتية:,

  / أن يصيب في جميع الرميات؟أ

 / أن لا يصيب في جميع الرميات؟ب

 / أن يصيب في الرمية الأولى والثالثة؟ت

 الحل:

 ، ومنه معطيات التمرين تتمثل في: A3، وللرمية الثالثة بـــ A2، وللرمية الثانية بــ A1نرمز للرمية الأولى بـــ / 1

p(A1)=0,20    p(      )=0,80   p(A2)=0,50 

p( 2    )=0,50    p(A3)=0,90    p( 3           

   وبالتالي يكون شكل شجرة الاحتمال، كالآتي:      
 

 

 

 

 
                                                           

   م توضيح طريقة شجرة الاحتمال، ونشير إلى أنه من الفصل الثاني، ونفس طريقة الحل، فقط هنا يت 9نشير إلا أن هذا التمرين يشبه التمرين

الكثير حتى وإن لم يُطلب رسمها، فإنه يمكن الاستعانة بها لتوضيح وتصور التجارب المتتالية واحتمالات حدوث مختلف الحوادث الممثلة لها، لأن 
 من التمارين من هذا النوع يصعب حلها، إذا لم نقم برسم شجرة الاحتمال.

𝐴      

02,

028

02,

02,
02,

02,

02,

02,

02,

02,

021

021

021

021



/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

   
 

 / حساب الاحتمالات الآتية:,

 في جميع الرميات: يصيبأن   -أ

p(A1)   p(A2)   p(A3) = 0,20                         p(A1 A2 A3)=  

 أن لا يصيب في جميع الرميات: -ب

                            = p(        2      3    ) = p(      )   p( 2    )   p( 3    ) 

 أن يصيب في الرمية الأولى والثالثة: -ت

p(A1 A3) = p(A1)   p(A3) = 0,20                                                   

 /2تمرين 

شخص معين يقوم بإطلاق رميتين متتاليتين )غير مستقلتين( على هدف معين، حيث احتمال الإصابة            
 ، فما احتمال:0210، وأن احتمال الإصابة في الرميتين هو ,,02، وفي الرمية الثانية 0230في الرمية الأولى هو 

 ولى؟/ أن يصيب في الرمية الثانية، علما أنه اصاب في الرمية الأ1

 / أن يصيب في الرمية الأولى أو الثانية؟,

 / أن لا يصيب في الرميتين؟3

 / أن لا يصيب في الرمية الثانية، علما أنه لم يصب في الرمية الأولى؟4

 / أن يصيب في الرمية الأولى ولا يصيب في الثانية؟,

 / أن لا يصيب في الرمية الأولى ويصيب في الثانية؟ 

 الرمية الأولى، علما أنه أصاب في الرمية الثانية؟/ أن يصيب في 7

 / أن لا يصيب في الرمية الأولى علما أنه أصاب في الرمية الثانية؟8

 الحل:
  p(A1 A2)=0,10 ، ومنه معطيات التمرين تتمثل في: A2، وللرمية الثانية بــ A1نرمز للرمية الأولى بـــ     



/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

   
 

A1 

A1 

   P(      )= 0,70  P(A2)= 0,65    P( 2                 p(A1)=0,30 

ويمكن تمثيلها بصفة  ،لا يمكن تمثيلها بشكل كامل، لأن هناك بعض الاحتمالات ناقصة شجرة الاحتمالو      
   كالآتي:  جزئية

 

 

 

1/                                               p( 2   ⁄ )  
 (     )

 (  )
 
    

    
   3333 

, / (    2)   (  )   ( 2)   (    2)                                       

                       3                  

 p(        2    )= 1- p(        2    )                                                                                   

                       (    2)              

 p( 2    
      
⁄ )  

 (             )

 (      )
  

    

    
   2  3                                                

يمكن تمثيل شجرة الإحتمال بمختلف الأحتمالات الممثلة لها،  (،1والسؤال )، بعد الإجابة عن هذا السؤال      
 وذلك كالآتي:

 

 

 

,/                                                        (    2    )   (  )   ( 2
    

  ⁄ ) 

A2 

 2     

A2        

 2     

0,  

0,  

 ؟

 ؟

 ؟

 ؟

 2     

A2        

 2     

0,  

0,  

0,     

0,     

0, 1   

A2 0,     



/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

 9 
 

                         (  )  [   ( 2   ⁄ )] 

                       3  (    3333)    2  

,/                                                       (        2)   (      )   ( 2
      
⁄ ) 

                        (      )  [   ( 2
    

      
⁄ )] 

                          (    2  3)        

7/                                               p(   2⁄ )  
 (     )

 (  )
 
    

    
     3  

 /                                               p(       2⁄ )  
 (         )

 (  )
 
    

    
        

 /3تمرين 

 مرات متتالية، فما احتمال الحصول على:  نقوم برمي قطعة نقود      

 / وجه في جميع الرميات؟1

 / ظهر في جميع الرميات؟,

 / وجه في المرة الأولى وظهر في المرة الثالثة؟3

 والثالثة؟ / وجه في المرة الثانية4

 / ظهر في المرة الأولى ووجه المرة الرابعة؟,

 / ظهر مرة واحدة؟,

 / وجه مرتين؟7

 



/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

 0 
 

  الحل:

وظهر  ،(F1) تتضمن وجه الرمية الأولىتمالية الأربعة، كالآتي: نرمز لمختلف الحوادث الممثلة للتجارب الاح     
(D1 ،)تتضمن وجه الرمية الثانية (F2)،  وظهرD2)( الرمية الثالثة تتضمن وجه ،)F3 وظهر ،)D3)  ،)

مستقلة، لأنه كما هو  المتتالية الأربعة التجارب ونلاحظ أن(، (D4(، وظهر F4الرمية الرابعة تتضمن وجه )
موجود في الواقع، فإن نتائج رمية معينة، لا تؤثر على التي بعدها، وبما أن قطعة النقود غير مغشوشة، فيكون 

 احتمال أن تكون النتيجة وجه تساوي احتمال نتيجة ظهر، وتساوي )

 
والتي تتضمن (، وهذا في جميع الرميات، 

 : أن يمكن رسم شجرة الاحتمال، وذلك بأخذ بعين الاعتبار وبالتالي، جميعها نفس الحوادث، وبنفس الاحتمالات

 (  )   ( 2)   ( 3)   (  )   (  )   ( 2)   ( 3)   (  )  
 

2
 

P(    2  3   )   (  )  ( 2)  ( 3)  (  )                              

 
 

2
 
 

2
 
 

2
 
 

2
  

 

  
     2   

P(    2  3   )   (  )  ( 2)  ( 3)  (  )                        2 

           

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
  

 

  
     2  

P(    3)   (  )  ( 3)    
 
 
 

 
 
 

 
   2                                   3  

P( 2  3)   ( 2)  ( 3)    
 
 
 

 
 
 

 
   2                                      

P(     )   (  )  (  )    
 
 
 

 
 
 

 
   2                                     

 ، ومنه:D/ نرمز لحدث ظهر مرة واحدة بـــ  

P(D)= p(D1 F2 F3 F4) + p(F1 D2 F3 F4) + p(F1 F2 D3 F4) + 
                             p(F1 F2 F3  D4)   

= ( 
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)    2   



/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

 1 
 

                                                :2طريقة 
   (    2   3    )p(D)=  

   حيث     
 4مرة واحدة في موضع ما من بين أربعة مواضع، ويمكن وضع  ظهرتمثل عدد إمكانيات ظهور   

ينبغي استخدام قانون التوفيقات  مواضع بدون الحاجة إلى قانون التوفيقات بدون تكرار، لكن في الحالة العامة
 ومنه: مرات، 7ظهرين عند رمي قطعة نقود بدون تكرار، مثل  احتمال ظهور 

P(D)=      (  )   ( 2)   ( 3)   (  ) 

     ( 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
)    2         

 ، ومنه:FFنرمز لحدث وجه مرتين بـــ  /7

P(FF)=      (  )   ( 2)   ( 3)   (  ) 

          =   

(   )    
 (

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
) 

         =       
( )    

 (
 

  
)  

 

  
   3   

 /4تمرين 

، حيث زهرة (F1, F2, F3)زهرات نرد متمايزة  3يحتوي على  A، الصندوق A ،Bلدينا صندوقين      
إذ لا  أوجه(؛ 4)تتضمن  مزورة F3، وزهرة النرد ,إذ لا تتضمن الوجه رقم  أوجه(؛ ,)تتضمن  مزورة F2النرد 

خراج ، F1، لكن يتضمن زهرتين نرد Aيحتوي مثل الصندوق  B، الصندوق 4، 3تتضمن الأوجه رقم 
، وإذا ظهرت باقي A{ نختار الصندوق ,، 1، فإذا ظهرت الأعداد }اهنقوم برميالصندوقين لدينا زهرة نرد، 

 ا.وق المختار، ونقوم برميهمن الصند، ثم نقوم بسحب زهرة نرد Bالأعداد نختار الصندوق 

 ما احتمال الحصول على عدد فردي؟ /1

  ؟F3ما احتمال سحب زهرة النرد  /,

 ؟A، فما احتمال أنه تم اختيار الصندوق ,إذا تم الحصول على العدد  /3
                                                           

   كما سنرى في الفصل القادم، وخاصة ينبغي استخدام هذا القانون عندما يكون عدد  قانون ثنائي الحدفي الحالة العامة تتبع طريقة الحل
 .التكرارات للتجربة كبير جدا



/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

   
 

 الحل:

 :حيث ،تجارب احتمالية متتالية 3ونلاحظ أن هناك ، S/ نرمز لحدث عدد فردي بـــ 1

، حيث B، والصندوق Aتتضمن حدثين، الصندوق تتمثل في اختيار صندوق معين، و  التجربة الأولى 

 ( )  
 

 
{ عند رمي زهرة نرد، وإذا ظهرت باقي ,، 1، لأنه يتم اختيار هذا الصندوق إذا ظهر الرقمين }

( ) ، أي: Bالأعداد نختار الصندوق   
 

 
.  

، Aفي الصندوق فيكون  ،وحسب شروط التمرين تتمثل في اختيار زهرة نرد من الصندوق، والتجربة الثانية

 (  )   ( 2)   ( 3)  
 

 
(  ) ، B، ويكون في الصندوق   

 

 
زهرات 4)يتضمن  

F1،)   ( 2)نرد، من بينهم زهرتين    ( 3)  
 

 
.  

حيث  ،   غير فردي العدد في زهرة النرد المختارة، أو أن يكون  Sتتمثل في أن يكون العدد فردي  التجربة الثالثة:
كل زهرة نرد تتضمن رقم معين من الأرقام الفردية والزوجية، على حسب طبيعة زهرة نرد، إذا كانت غير 
مغشوشة، أو مغشوشة بكيفية معينة، وبما أن الحالات كثيرة، فنعطي مثال عن حالة فقط، فمثلا عند رمي زهرة 

 ، فإن احتمال أن يظهر عدد فردي، هو: A، المسحوبة من الصندوق  Fالنرد 

 
ويمكن تلخيص مختلف  ،

 الاحتمالات، في شجرة الاحتمال الآتية:
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/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

   
 

 مسارات، وبالتالي يكون: ,، حيث نلاحظ أن له p(S)ومن خلال شجرة الاحتمال يمكن حساب      

 ( )   (
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     2                                                            

 وعند الحل باستخدام الرموز والقوانين، فإننا نجد نفس النتيجة، حيث يكون:     

 p(S)= p[(      )   (   2  )   (   3  )  (      )
  (   2  )   (   3  )

]  

  (      )   (   2  )   (   3  ) 
  (      )   (   2  )   (   3  )         

  ( )  (   ⁄ )   (     ⁄ )    ( )  ( 2  ⁄ )   (    2⁄ ) 

   ( )  ( 3  ⁄ )   (    3⁄ )   ( )  (   ⁄ )   (     ⁄ ) 

   ( )  ( 2  ⁄ )   (    2⁄ )    ( )  ( 3  ⁄ )   (    3⁄ ) 
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     2                                                                       

 إذن نلاحظ أن طريقة الشجرة تكون أسهل، وبدون الحاجة إلى تعقيدات استخدام الرموز والقوانين.     

,/                                                                p(F3) = p[(   3)  (   3)] 

  (   3)   (   3)  

  ( )   ( 3  ⁄ )   ( )   ( 3  ⁄ ) 

 (
2

 
 
 

3
)  (
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   2    



/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

   
 

نشير إلى أنه ينبغي رسم شجرة احتمال أخرى، بحيث أن التجربة الثالثة يتم صياغتها بما يتوافق ويخدم هذا  /3
)أي  ,عدم ظهور الرقم لحدث  ̅ ، و ,ظهور الرقم لحدث  Nالسؤال، بحيث تتضمن حدثين،  نرمز مثلا بـ 

في التجربة الثالثة تكون احتمالات  الأرقام الأخرى(، ويتم تشكيل شجرة الاحتمال، مثل السابق، لكن ظهور

 ، هو: ,، فإن احتمال أن يظهر الرقم A، المسحوبة من الصندوق F3فمثلا عند رمي زهرة النرد أخرى، 

 
 ،

 ويمكن تلخيص مختلف الاحتمالات، في شجرة الاحتمال الآتية:

 
⁄  )p      ، ومنه الاحتمال المطلوب هو:Nبـــ  ,نرمز لحدث ظهور الرقم  )  

 (   )

 ( )
  

مسارات، وكذلك نحسب  3، حيث أنه له p(A N)من خلال شجرة الاحتمال يمكن حساب البسط      
 مسارات، وبالتالي يكون: ,، حيث أن له p(N)المقام 

(  ⁄ )  
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          3  
 
      

     
   2    

 وباستخدام الرموز والقوانين، فإنها طريقة الحل تكون أكثر تعقيد، حيث نجد نفس النتيجة، وذلك كالآتي:      

p(A N)= p[(      ) (   2  )  (   3  ) ]  
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/ شجرة الاحتمال( لية المتتالية )التجربة المركبة التجارب الاحتما                             الفصل الرابع:  
 

   
 

  ( )  (   ⁄ )   (     ⁄ ) 

         ( )  ( 2  ⁄ )   (    2⁄ ) 

         ( )  ( 3  ⁄ )   (    3⁄ ) 

 (
2
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)  (
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)  (
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3
 
 

 
)          

P(N)= p[(   )   (   )] 

= p(A N) + p(B N) 

p(B N) = p[(      ) (   2  )  (   3  )] 

  ( )  (   ⁄ )   (     ⁄ ) 

         ( )  ( 2  ⁄ )   (    2⁄ ) 

         ( )  ( 3  ⁄ )   (    3⁄ ) 

 (
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    3   
 p(N)= 0,0555 + 0,1305 = 0,186       ومنه:

⁄p(  2  إذن: )  
      

     
   2    



 
 

 
 

 
 

 

 :الفصل الخامس
 المتغيرات العشوائية

 
 ملخص:-1

:المتغيرات العشوائية المتقطعة 

 قانون التوزيع الاحتمالي.-
 تابع التوزيع الاحتمالي.-
 الأمل الرياضي )التوقع الرياضي(.-
 التباين.-
 المعياري. الانحراف-
:المتغيرات العشوائية المستمرة 

 تابع الكثافة الاحتمالية.-
 تابع التوزيع الاحتمالي.-
 الأمل الرياضي )التوقع الرياضي(.-
 التباين.-
 الانحراف المعياري.-

 .محلولةتمارين -2



المتغيرات العشوائية                                                                         الفصل الخامس:     
 

   
 

 ملخص: .1

رأينا في الفصول السابقة أنه، أنه كل تجربة احتمالية معنية، تتضمن مجموعة من الحوادث، أو ما يسمى بفراغ      
الحوادث الأولية، حيث أن كل حادث يقابله احتمال معين عبارة عن عدد حقيقي، إن هذه عملية التحول من 

، تعتبر كتطبيق رياضي، تعبر عن معنى المتغير مجموعة الحوادث الأولية إلى مجموعة أخرى من الأعداد الحقيقة
حيث يمكن تلخيص كيفية توزع مختلف الاحتمالات، وذلك سواء في شكل جداول أو صيغ ودوال العشوائي، 

، وكذلك اء كان المتغير العشوائي متصل أو منفصلو وس وذلك لتسهيل حساب مختلف الاحتمالات، رياضية،
لبعض أنواع التجارب الاحتمالية، التي تسهل علينا  في الفصل القادم( )كما سنرى هناك صيغ وقوانين ثابتة

 حساب مختلف الاحتمالات، وخاصة عندما تكون التجربة الاحتمالية مكررة لعدد كبير من المرات.

 المتغيرات العشوائية المتقطعة: .1.1

 هذه الحالة، فإن المتغير العشوائي يأخذ قيم متقطعة )منفصلة(، وتكون قيم صحيحة )موجبة أو سالبة(، في      
مثل: عدد الأطفال في العائلة، عدد الطلبة الناجحين، عدد  ويكون مجال تغيره عبارة عن مجموعة قابلة للعد،

 الكريات الحمراء عند السحب من الصندوق،...الخ.

 الاحتمالي:قانون التوزيع 
قانون التوزيع الاحتمالي، هو عبارة عن جميع قيم المتغير العشوائي والاحتمالات التي تقابلها، نفرض أنه لدينا       

 ، فيكون الشكل العام لقانون التوزيع الاحتمالي، كما في الجدول كالآتي: Xمتغير عشوائي 

 الي.: قانون التوزيع الاحتمالي وتابع التوزيع الاحتم1جدول 

    ……….. ……..             

1 P(  ) ……….. ………. P(  ) P(  ) P(  ) P(  ) 
- 1 ........... .......... P(  )+ P(  )+ P(  ) P(  )+ P(  ) P(  ) F(  ) 

 ويمكن تمثيل قانون التوزيع الاحتمالي بيانيا، ويكون الشكل العام للتمثيل كالآتي:     

  

 

 

P(𝑋𝑖)

P(𝑋 )

P(𝑋 )

P(𝑋 )

        𝑋         𝑋         𝑋                𝑋𝑖  
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 تابع التوزيع الاحتمالي:

، فيعطينا الاحتمال للمتغير العشوائي عندما يكون في مجال معين، ونحصل عليه من (  )Fأما تابع التوزيع      
أو بتعبير آخر هو الاحتمالات التراكمية إلى  خلال العملية التجميعية المتكاملة لاحتمالات قيم المتغير العشوائي،

   ، ونكتب:  غاية قيمة محددة 

 (  )   (    )   (  )   (  )     (  )  ∑ (  )

   

   

 

ويمكن التعبير عن هذا التابع إما من خلال جدول )كما في الجدول السابق(، أو من خلال صيغة الدالة      
 الرياضية الآتية:

 ( )  

{
 
 
 
 

 
 
 
 
                                                                                                                 

 (  )                                                                                                  

 (  )   (  )                                                                        

 (  )   (  )   (  )                                                                     

   (  )   (  )   (  )     (  )                      

 

 كالآتي:ويكون الشكل العام للتمثيل   ويمكن تمثيل تابع التوزيع الاحتمالي،     

 

 

 

 

، ويتم حسابه ( ) وهو القيمة المتوسطة للمتغير العشوائي، ويرمز له بـــ  الأمل الرياضي )التوقع الرياضي(:
( ) من خلال القانون الآتي:   ∑ (     )

 
    

 

       𝑋             𝑋             𝑋      𝑋                         𝑋 

F(𝑋) 
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 حسابه من خلال القانون الآتي: ، ويتم( ) ويعبر عن مدى تشتت قيم المتغير العشوائي، ويرمز له بـــ  التباين:

 ( )   (  )  [ ( )]   [∑(  
    )

 

   

]  [ ( )]  

، ويساوي جذر  ويعبر كذلك عن مدى تشتت قيم المتغير العشوائي، ويرمز له بـــ  الانحراف المعياري:

 .( ) √   التباين،     

طعين، فيمكن ذكر بعض خواص ، متغيرين عشوائيين متقX ،Y، عددين حقيقيين وa، bإذا كان عندنا      
 الأمل الرياضي والتباين كالآتي:

 (  )     ( )         (   )   ( )                     ( )               

 (    )     ( )          (   )   ( )   ( )  

 Y  ،X مستقلان  (  )   ( )  ( )             /         

 (  )      ( )              (   )   ( )           (    )      ( )          

 Y  ،X مستقلان  (   )   ( )   ( )             /     

Y  ،X  مستقلانغير  (   )   ( )   ( )       (   )           /     

    (   )   (  )              (المشترك التباين )                ( )  ( )  

     (   )    (Y ،X مستقلان) 

       (   )          (Y ،X مستقلان)   

 المتغيرات العشوائية المستمرة: .1.1

هذه الحالة، فإن قيم المتغير العشوائي تعتبر أعداد حقيقة، حيث بين كل عددين حقيقيين يوجد ما لا  في      
 نهاية من الأعداد الحقيقية؛ أي هناك استمرارية وعدم تقطع بين كل عددين حقيقيين، مثل: الطول، الوزن،...الخ، 
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 :تابع الكثافة الاحتمالية

)دالة الكثافة الاحتمالية(،  ( ) قانون التوزيع الاحتمالي في هذه الحالة يسمى بتابع الكثافة الاحتمالية       
حيث من خلال هذا التابع يمكن حساب احتمال مجال معين لقيم المتغير العشوائي، وأما من أجل أي قيمة معينة 

لمتغير العشوائي، واحتمال قيمة واحدة مهمل، لوحدها فاحتمالها هو صفر دوما، لأن هناك لا نهاية من قيم ا
واحتمال مجال معين لقيم المتغير العشوائي، يمثل الدالة الأصلية لتابع الكثافة الاحتمالية في هذا المجال، ويمكن 

(     )         توضيح ذلك كالآتي:  ∫  ( )   
 

 
 

ل البياني لتابع الكثافة ومحور الفواصل في المجال المعني وهندسيا هذا الاحتمال يمثل المساحة المحصورة بين التمثي      
لقيم المتغير العشوائي، وبالتالي كلما صغر المجال، كلما صغر الاحتمال؛ لأن المساحة تكون أقل، وعندما يكون 

a=b:فإن الاحتمال يساوي الصفر؛ لأن المساحة تكون معدومة، ومعناه أن ، 

 (     )  ∫ ( )     

 

 

 

 وبما أن الاحتمال عند قيمة معينة يساوي صفر، فإنه ينتج عن ذلك أن:          

 (     )   (     )   (     )   (     ) 

 ويمكن توضيح بيانيا تابع الكثافة الاحتمالية، ومعنى الاحتمال بيانيا، كالآتي:     

 

 

 

 هو تابع كثافة احتمالية يتضمن تحقق الشرطين الآتيين: ( ) واعتبار أن      

            ( )           

         ∫  ( )     
  

  
      

 a                  b                           x 

𝑓( ) 
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 تابع التوزيع الاحتمالي:     

، فهو يعطينا الاحتمال للمتغير العشوائي عندما يكون في مجال معين من الشكل ( ) Fأما تابع التوزيع      
، وهو عبارة دالة تكاملية لدالة الكثافة الاحتمالية، ويمكن التعبير عن هذا التابع في الحالة العامة ]     [

(   )           من خلال الدالة الرياضية الآتية:    ( )  ∫  ( )   
 

  
    

 خدام العلاقة الآتية:است مكن، فيXبدلالة المتغير مصاغة وحتى تكون الصيغة النهائية لتابع التوزيع        

 ( )  ∫  ( )          

 

  

 

 ، تسهل علينا حساب احتمالات المتغير العشوائي، وذلك كالآتي:ومعرفة الدالة الممثلة لتابع التوزيع  

   (     )  ∫  ( )    ∫  ( )    ∫  ( )     ( )   ( )
 

  

 

  

 

 
 

 توضيح بيانيا تابع التوزيع، كالآتي: ويمكن    

 

 

 

 

( )                 الأمل الرياضي )التوقع الرياضي(:  ∫    ( )   
  

  
  

( )         التباين:   (  )  [ ( )]   (∫     ( )   
  

  
)  [ ( )]  

 .( ) √         الانحراف المعياري:

 
                                                           

   بالشكل الصيغة المعبرة عن تابع الكثافة الاحتمالية، والصيغة المعبرة عن تابع التوزيع، هي نفسها، فقط الاختلاف أنه تابع التوزيع نكتب حرف
(F) وفي تابع الكثافة نفس الحرف نكتبه بالشكل ،( ). 

F( ) 

1 

F(a) 

                 a                                 
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 .تمارين محلولة .1
 /1تمرين 

أطفال، ونقوم باختيار عينة  3نساء،  1رجال،  7شخص، تتضمن  51مجموعة من المرضى تتكون من      
متغير عشوائي يمثل عدد الأطفال في  Xأشخاص للمباشرة في الفحص الطبي، نفرض أن  3منهم مكونة من 

 العينة.

 / حدد فراغ الحوادث الأولية؟5

 ؟X/ حدد قانون التوزيع الاحتمالي )دالة الاحتمال( للمتغير العشوائي 2

 / ما هو احتمال أن يكون في العينة على الأقل طفل؟3

 / ما احتمال أن يكون في العينة طفلين على الأكثر؟4

 في العينة طفلين فأكثر؟  / ما احتمال أن يكون1

 / حدد تابع )دالة( التوزيع، ومثله بيانيا؟6

 ؟X/ أحسب الأمل الرياضي، التباين والانحراف المعياري للمتغير العشوائي 7

 ؟ E(2X) ،E(3X + 4) ،V(3X) ،V(2X + 7)     / أحسب:8

 الحل:

 =          / تحديد فراغ الحوادث الأولية:      5

 :X/ تحديد قانون التوزيع الاحتمالي للــمتغير العشوائي 2

 (   )  
   
 

   
  

   
   (    ) 

   
   (    ) 
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 (   )  
  
     

 

   
  

  
   

   (    ) 

   
 
      

   
 
   

   
 

 (   )  
  
     

 

   
  

    

   
 
  

   
 

 (   )  
  
 

   
  

 

   
 

 ويمكن تلخيص قانون التوزيع الاحتمالي في الجدول الآتي:     

         X 
5  

   
 

  

   
 

   

   
 

   

   
 P(X) 

 / احتمال أن يكون في العينة على الأقل طفل هو: 3

 (   )   (   )   (   )   (   ) 

                 
   

   
 
  

   
 

 

   
 
   

   
 

 احتمال أن يكون في العينة طفلين على الأكثر هو:   /4

 (   )   (   )   (   )   (   ) 

                   
   

   
 
   

   
 
  

   
 
   

   
  

 / احتمال أن يكون في العينة طفلين فأكثر هو:1

 (   )    (   )   (   ) 
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  :وتمثيله بيانيا التوزيع )دالة( / تحديد تابع6

F( ) = p(X  ) =   ……………………………….……… (X  ) 

F( ) = p(X≤ ) =p(X=0)=    
   

 ………………………….… ( ≤X  ) 

F( ) = p(X≤ ) =p(X=0)+ p(X=1)=    
   
 
   

   
 
   

   
 ……… ( ≤X  )   

F( ) = p(X≤ ) =p(X=0)+ p(X=1) + p(X=2)  

                       =    
   
 
   

   
 

  

   
 
   

   
 …………………. ( ≤X  ) 

F( ) = p(X≤3) =p(X=0)+ p(X=1) + p(X=2) + p(X=3) 

                        =    
   
 
   

   
 

  

   
 

 

   
   ……………. (X  )    

 ويمكن تلخيص قيم تابع التوزيع الاحتمالي كما في الجدول الآتي:     

        X 
     

   
 

   

   
 

   

   
 F( ) 

 وكذلك يمكن تلخيص قيم تابع التوزيع الاحتمالي كالآتي:     
 

 

                   

 

 

 

                                0………….…….)X 0( 

                      
   

 ……………...)0≤X 5(  

  F(𝑋)=          
   

……………....)5≤X 2( 

                      
   

…………..…..)2≤X 3( 

                   5…………….…..)3≤X) 
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 التمثيل البياني لتابع التوزيع:

 

 

 

 

 

( )                                     هو: X/ الأمل الرياضي للمتغير العشوائي 7  ∑ (     )
 
     

 (  
   

   
)  (  

   

   
)  (  

  

   
)  (  

 

   
) 

 
   

   
     

( ) هو:                                   Xللمتغير العشوائي  التباين   (  )  [ ( )]  

 (  )  ∑ (  
    )

 
     

 (   
   

   
)  (   

   

   
)  (   

  

   
)  (   

 

   
) 

 
   

   
        

( ) ومنه نجد أن:                                  

( )𝜎هو:         Xالانحراف المعياري للمتغير العشوائي   √ ( )  √              

(  )           / حساب:                                 8    ( )    (   )      

 (      )    ( )      (   )        

 

 

 

                       

 

 

                                             1                                            

1 

   /    

 1 /    

 

   /    

F(𝑋) 

𝑋 



المتغيرات العشوائية                                                                         الفصل الخامس:     
 

   
 

  (  )      ( )                  

  (      )      ( )                  

   /1تمرين 

، حدد فراغ d، عدد الأطفال bعدد النساء  ،a، حيث نرمز لعدد الرجال بــ (5)نفس معطيات التمرين      
 الآتية:الحوادث الأولية وقانون التوزيع الاحتمالي في الحالات 

 b)× .(Y=a، حيث يمثل جداء عدد الأطفال والرجال في العينة Y/  بافتراض متغير عشوائي آخر نسميه 5

 b)- .(Z=a ، حيث يمثل عدد الرجال ناقص عدد النساء في العينة Z/ بافتراض متغير عشوائي آخر نسميه 2

 .L= 3a + 4، حيث: L/ بافتراض متغير عشوائي آخر نسميه 3

 .M= 5   + b     ، حيث:Mض متغير عشوائي آخر نسميه / بافترا4

إذا ظهر رجل مرة أو  N=3إذا لم يظهر أي رجل،  N=1، حيث: N/ بافتراض متغير عشوائي آخر نسميه  
 مرات.  3إذا ظهر رجل  N=5مرتين، 

 الحل:

 مختلف الثنائيات لأعداد ظهور الرجال والنساء في العينة تتمثل في الآتي:

(a,b)=(   )  (    )  (    )  (   )  (   )  (   )  (   ) (   )  (   )  (   ). 

 :Yتحديد فراغ الحوادث الأولية وقانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  /5

 تتمثل في:   Yحسب الثنائيات الممثلة لأعداد ظهور الرجال والنساء، فإن قيم      

b=                        × Y=a 

 7؛ أي أنه مثلا يوجد =     يتمثل في:  Yوبالتالي فراغ الحوادث الأولية الذي يتضمن قيم      
،  Y، ويمكن حساب احتمالات مختلف قيم Y=0حالات من الثنائيات لأعداد الرجال والنساء المتوافقة مع 

 كالآتي:
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 (   )  
  
  (  

    
 )  (  

    
 )    

  (  
    

 )  (  
    

 )    
 

   
  

                
                   

   
 
   

   
 

 (   )  
  
    

    
 

   
  

   

   
 

 (   )  
  
    

    
    

 

   
  

      

   
 
   

   
 

 ويمكن تلخيص قانون التوزيع الاحتمالي في الجدول الآتي:

       Y 
5    

   
 

   

   
 

   

   
 P(Y) 

 :Zتحديد فراغ الحوادث الأولية وقانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  /2

 تتمثل في:   Zحسب الثنائيات الممثلة لأعداد ظهور الرجال والنساء، فإن قيم      

Z = a – b =    -   -   -         -           

، =-   -   -             يتمثل في:  Zوبالتالي فراغ الحوادث الأولية الذي يتضمن قيم      
 ، كالآتي:Zويمكن حساب احتمالات مختلف قيم 

 (    )  
  
 

   
  

  

   
 

 (    )  
  
    

 

   
  

  

   
 

 (    )  
(  
    

 )  (  
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 (   )  
  
  (  

    
    

 )

   
  

     

   
 
   

   
 

 (   )  
(  
    

 )  (  
    

 )

   
  

      

   
 
   

   
 

 (   )  
(  
    

 )

   
  

  

   
 

 (   )  
  
 

   
  

  

   
 

 ويمكن تلخيص قانون التوزيع الاحتمالي في الجدول الآتي:     

         -  -  -  Z 
5   

   
 

  

   
 

   

   
 

   

   
   

   
 

  

   
 

  

   
 P(Z) 

 :Lتحديد فراغ الحوادث الأولية وقانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  /3

 تتمثل في:   Lحسب الثنائيات الممثلة لأعداد ظهور الرجال والنساء، فإن قيم      

L = 3a +4=                                 

، ويمكن حساب =            يتمثل في:  Lوبالتالي فراغ الحوادث الأولية الذي يتضمن قيم      
 ، كالآتي:Lاحتمالات مختلف قيم 

 (   )  
  
  (  

    
 )  (  

    
 )    

 

   
  

          

   
 
  

   
 

 (   )  
(  
    

 )  (  
    

    
 )  (  

    
 )

   
  

         

   
 
   

   
 

 (    )  
(  

    
 )  (  

    
 )

   
  

      

   
 
   

   
 

 (    )  
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 ويمكن تلخيص قانون التوزيع الاحتمالي في الجدول الآتي:

           L 
5   

   
 

   

   
 

   

   
   

   
 P(L) 

 :Mتحديد فراغ الحوادث الأولية وقانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  / 

 تتمثل في:   Mحسب الثنائيات الممثلة لأعداد ظهور الرجال والنساء، فإن قيم      

    =                                 M= 5   + b. 

 يتمثل في: Mوبالتالي فراغ الحوادث الأولية الذي يتضمن قيم      

 =                                

 ، كالآتي:Mويمكن حساب احتمالات مختلف قيم  

 (   )  
  
 

   
  

 

   
                (   )    

    
 

   
  

  

   
              (   )    

    
 

   
  

  

   
      

  (   )    
 

   
  

  

   
               (   )    

    
 

   
  

  

   
              (   )    

    
    

 

   
  

   

   
  

 (   )  
  
    

 

   
  

  

   
          (    )    

    
 

   
  

  

   
            (    )    

    
 

   
  

   

   
 

 (    )  
  
 

   
  

  

   
 

 ويمكن تلخيص قانون التوزيع الاحتمالي في الجدول الآتي:

                        M 
5   

   
 

   

   
 

  

   
 

  

   
    

   
 

  

   
 

  

   
 

  

   
   

   
 

 

   
 P(M) 

 :Nتحديد فراغ الحوادث الأولية وقانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  / 
ويمكن حساب احتمالات مختلف  ،=       يتمثل في:  Nفراغ الحوادث الأولية الذي يتضمن قيم      

(   )  ، كالآتي:                                                         Nقيم     
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 (   )  
(  
    

 )  (  
    

 )

   
  

       

   
 
   

   
 

 (   )  
  
 

   
  

  

   
 

 ويمكن تلخيص قانون التوزيع الاحتمالي في الجدول الآتي:

       N 
5   

   
 

   

   
   

   
 P(N) 

  /3تمرين 

 حدد فراغ الحوادث الأولية وقانون التوزيع الاحتمالي في الحالات الآتية:     

، 0660رميات متتالية على هدف معين، حيث احتمال الإصابة في كل رمية هو  4/ شخص يقوم بإطلاق 5
 متغير عشوائي يمثل عدد مرات الإصابة. Xونعتبر أن 

{، حيث احتمال الإصابة في كل رمية بالنسبة A ،Bعلى هدفين } متتالية رميات 3يقوم بإطلاق  شخص /2
بأنه عدد الأهداف  Y، ونعرف المتغير العشوائي 0630، 0670تيب السابق هو للهدفين السابقين مرتبين بالتر 

 التي تمت إصابتها.

 الحل:

، ويمكن حساب احتمالات =               يتمثل في: X/ فراغ الحوادث الأولية للمتغير العشوائي 5
(   ) ، كالآتي:        Xمختلف قيم                              

 (   )    
  (                   )                  

       
 تمثل عدد مواضع الرمية التي يتم الاصابة فيها )الأولى أو الثانية أو الثالثة أو الرابعة(. : 

 (   )    
  (                   )                  

       
 واضع الرميتين التي يتم الاصابة فيها.الامكانيات لمتمثل عدد  : 
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 (   )    
  (                   )                  

 (   )  (                   )         

 ويمكن تلخيص قانون التوزيع الاحتمالي في الجدول الآتي:

           X 
5                                    P(X) 

يمثل عدد الأهداف التي يتم اصابتها، ونلاحظ أنه  في كل رمية فإن الاصابة أكيدة، سواء  Yالمتغير العشوائي  /2
فراغ الحوادث فقط، وأن كل هدف عند اصابته على الأقل مرة يعتبر أصيب، وبالتالي فإن  Bفقط أو  Aاصابة 

فقط أو  Aأي يصيب هدف واحد فقط، سواء اصابة  ،=       يتمثل في: Yالأولية للمتغير العشوائي 
B أي  ،هدفينصابة ، أو إفقطA وB ،ويمكن حساب احتمالات مختلف قيم  معاY:كالآتي ، 

         (   )  (              )  (              )       

         (   )    
 (              )    

 (              ) 

                                  

 ويمكن تلخيص قانون التوزيع الاحتمالي في الجدول الآتي:

     Y 
5           P(Y) 

 

 /4تمرين 

              ليكن لدينا التابع الآتي:        

 ( )  {
 

 
        

         
 

  هو تابع كثافة احتمالية؟  ( ) / أثبت أن التابع 5

 ومثله بيانيا؟ ،( )  / أوجد تابع التوزيع2
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 ت الآتية:حتمالاالا/ أحسب 3

، (     ) ، (     )،  (   ) ، (   ) ، (   ) ، (   ) ، (   ) ، (    ) 

 (     
 

 
)   ، (      ) ، (      ⁄ ) ، (      ⁄  ؟ (

 ؟ / أحسب الأمل الرياضي، التباين والانحراف المعياري للمتغير العشوائي 4

 الحل:

 كثافة احتمالية، ينبغي تحقق الشرطين الآتيين:تابع    ( ) / حتى يكون التابع 5

           ( )    )محقق حسب مختلف مجالات تعريف التابع(                                             

   ∫  ( )     
  

  
  

∫  ( )   
  

  

 ∫ ( )    ∫ ( )    ∫  ( )   

  

 

 

 

 

  

 

                    ∫( )    ∫(
 

 
  )    ∫ ( )   

  

 

 

 

 

  

 

 [
 

  
  ]

 

 

 (
 

  
   )      

 هو تابع كثافة احتمالية.  ( ) بما أن الشرطين محققين، إذن فالتابع      

( ) :( )  تابع التوزيع / إيجاد2  ∫  ( )                                      
 
  

             

 ( )  ∫ ( )   
 
  

             

 ( )  ∫ ( )    ∫ (
 

 
  )   
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 ( )  ∫( )    ∫(
 

 
  )     ∫( )   

 

 

 

 

 

  

 

         [
 

  
  ]

 

 

 (
 

  
   )            

 ويمكن تلخيص تابع التوزيع كالآتي:

 ( )  {

     
 

  
        

     

 

 تمثيل تابع التوزيع بيانيا كالآتي: ويمكن     

 

 

 

 

     / حساب الاحتمالات الآتية:3

  (    )   (  )                           (   )   ( )   
 

  
( )                     

            (   )    ( )   
 

  
( )  

 

  
                 (   )    ( )     

     (   )    ( )                 

 (   )     (   )     ( )    
 

  
( )  

  

  
 

                (     )  ∫  ( )     ( )   ( )    
 

  
( )   

 

 
 

𝐹( ) 

1 

          0                                         3                   X 
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                (     )  ∫  ( )     ∫ ( )   
 

 
 [ ( )   ( )]      

 

 
 

                    [ ( )   ( )]           
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 (     
 

 
)   (    

 

 
)  ∫  ( )      (

 

 
)   ( )

 

 
 

  
 

  
(
 

 
)    

 

   
  

 (      )   (     )   ( )   ( )         

 (   )   (     )   ( )   ( )  
 

  
( )    

 

  
 

 (      ⁄ )  
 [(   ) (   )]

 (   )
 
 (     )

 (   )
 
 ( )  ( )

   (   )
 

 

  
( )   

   ( )
 

 

  
  

 (      ⁄ )  
 [(   ) (   )]

 (   )
 

 ( )

 (   )
    

 : / حساب الأمل الرياضي، التباين والانحراف المعياري للمتغير العشوائي 4

 ( )  ∫    ( )    ∫    ( )    ∫   (
 

 
  )      ∫

 

 
     

 

 

 

 

 

 

  

  
   

 [
 

  
  ]

 

 

 (
 

  
    )  

  

  
      

 ( )   (  )  ( ( ))  

 (  )  ∫     ( )    ∫   (
 

 
  )    

 

 

  

  

 ∫
 

 
     

 

 

 

          [
 

  
  ]

 

 

 (
 

  
    )  

   

  
     

 ( )      (    )         

   √ ( )  √              
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  /5التمرين 

 ليكن لدينا تابع الكثافة الاحتمالية الآتي:     

 

 

 ؟a/ أوجد قيمة الثابت 5

  )   / أحسب الاحتمالات الآتية:  2
 

 
)   (  

 

 
)   (  

 

 
)   (   )  (

 

 
    )   

 [(   ) (  
 

 
)]   [(  

 

 
) (   )]      

   / أوجد تابع التوزيع؟3

 الحل:

 هو تابع كثافة احتمالية، إذن ينبغي أن يتحقق الشرطين الآتيين: ( ) بما أن التابع  /5

حسب المجال الأول والثالث لتعريف التابع، وحتى يكون محقق في محقق ،     ( )     :الشرط الاول 
 .  a: المجال الثاني للتعريف، فينبغي أن يكون

∫                                                                   :  الشرط الثاني  ( )     
  

  
                                                                

 ∫ ( )    ∫ ( )    ∫ ( )    

 

 

 

 

 

  

∫  ( )   

  

 

   

 ∫( )    ∫(  )    ∫(
 

 
)    

 

 

 

 

 

  

∫ ( )   

  

 

   

[  ] 
 

  [   ( )] 
    

 [(  )  (
 

 
) ]  [   ( )      ]    

                             …...
 

 
≤    1 

  𝑓( )               
𝑎

 
…….…1≤    e 

                             …...Si nom 
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( ) ومنه تصبح صيغة تابع الكثافة كالآتي:                                      {

  
 

 
    

 

  
      

            

 

  )                        :/ حساب2
 

 
)  ∫  ( )    ∫ ( )    ∫ (  )   

 

 
 

 

 

 
  

 
 

 
  

 

                     [  ] 
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)  (

 

 
)
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)  ∫  ( )    ∫  ( )   

 

 
 

 
 

 

∫ ( )   
  

 
  

                ∫ (  )    ∫ (
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 [  ] 
 

  [
 

 
  ( )]

 

 
   

               [   (
 

 
)
 

]  [
 

 
  ( )  

 

 
  ( )]  

 

  
 
 

 
 
  

  
         

  )  ، يمكن الاستنتاج كالآتي:أو بطريقة ثانية
 

 
)    (  

 

 
)                  

   (  
 

 
)   (  

 

 
)             

 .في حالة المتغير المستمر، يكون الاحتمال عند قيمة )نقطة( معينة يساوي الصفر وهذا لأنه     
 (   )  ∫  ( )    ∫ ( )   

 

 
  

 

  
 ∫  ( )    ∫  ( )   

 

 

 
 

 

  

                 ∫ (  )    ∫ (
 

  
)   

 

 

 
 

 

 [  ] 
 

  [
 

 
  ( )]

 

 
  

                [   (
 

 
)
 

]  [
 

 
  ( )  

 

 
  ( )]  

 

 
 
  ( )

 
         

 (
 

 
    )   (   )   (  

 

 
)                       

 [(   ) (  
 

 
)]   (  

 

 
)          

                                                           
   نشير إلى أنه لو تم حساب تابع التوزيع قبل هذا السؤال، فإن حساب مختلف الاحتمالات يكون بطريقة مختصرة باستخدام تابع التوزيع)مثل

 التمرين السابق(، وبدون الحاجة إلى حساب التكاملات.
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( )                                                :   ( ) / إيجاد تابع التوزيع 3  ∫  ( )   
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 ويمكن تلخيص تابع التوزيع كالآتي:

 ( )  
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 :الفصل السادس
 التوزيعات الاحتمالية     

 
 ملخص:-1

:التوزيعات الاحتمالية المتقطعة 
 التوزيع ثنائي الحد )ذي الحدين(.-
 توزيع بواسون.-
.)التوزيعات الاحتمالية المستمرة )التوزيع الطبيعي 
:تقريب التوزيعات الاحتمالية 
 تقريب توزيع ثنائي الحد إلى التوزيع الطبيعي.-
 تقريب توزيع بواسون إلى التوزيع الطبيعي.-
 بواسون. توزيع إلى الحد ثنائي توزيع تقريب-
متقطع إلى  تصحيح الاستمرارية عند الانتقال من توزيع

 مستمر.

 تمارين محلولة.-2
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 ملخص: .1

 التوزيعات الاحتمالية المتقطعة: .1.1

التوزيع  قانونوهي التوزيعات الاحتمالية الخاصة بالمتغيرات العشوائية المتقطعة، وكما تم التطرق إليه سابقا، فإن      
الاحتمالي، هو القانون الذي يرفق بكل قيمة للمتغير العشوائي باحتمال معين، وتطرقنا سابقا لهذا القانون في 

معين يمكن صياغته  الحالة العامة، أما في هذا الجزء سيتم التطرق إلى بعض التوزيعات الاحتمالية التي تتبع قانون
حالة المتغيرات العشوائية المتقطعة، وسيتم التطرق إلى أهمها، والتي يتم  بصيغة ما، وهناك الكثير من التوزيعات في

تدريسها في الغالب في مستوى الطلبة الموجهة إليهم هذه المطبوعة، حيث سيتم التطرق إلى كل من التوزيع الثنائي 
 . الحد )ذي الحدين(، وتوزيع بواسون

 أ/ التوزيع ثنائي الحد )ذي الحدين(:

، حيث هذه المحاولات مستقلة، محاولة( nمرة ) nفي حالة إذا كانت عندنا تجربة احتمالية مكررة )متتالية(      
(، واحتمال كل 1تماليهما يساوي دثين )نتيجتين( متكاملين )معناه متنافيين ومجموع احوتتضمن هذه التجربة ح

دث معين من بأنه عدد مرات ظهور ح Xشوائي دث يكون ثابت عند تكرار التجربة، فإذا تم تعريف متغير عح
دث الآخر الذي لا يعبر عن المتغير العشوائي ، وأما الحpدث نرمز لاحتمال وقوعه بــــ هاذين الحدثين، فإن هذا الح

، في هذه الحالة وبهذه الشروط q=1-pفإن  (p+q=1)دثين متكاملين ، وبما أن الحqفنرمز لاحتمال وقوعه بــ 
الاحتمالي لهذه التجربة المكررة يتبع توزيع احتمالي يسمى بالتوزيع ثنائي الحد )بينوميال(، والقانون العام فإن التوزيع 

 لهذا التوزيع يكون من الشكل: 

   (   )  

 (    )    
                               

 ويمكن ذكر بعض الحقائق والملاحظات المرتبطة بهذا التوزيع كالآتي:   

       :الأمل )التوقع( الرياضي ( ) ( )    التباين:                     

                                                           
  التجربة الاحتمالية مكررة عدد صغير من المرات، فإنه يمكن الحل بدون الحاجة إلى قانون توزيع  تسابقا، فإنه في حالة إذا كان كما أشرنا

 الاحتمال مثلا. احتمالي معين، كالحل باستخدام بشجرة
  واء في الكثير من التمارين قد لا يتم ذكر أي توزيع ينبغي استخدامه، لكن معطيات التمرين وطبيعة التجربة الاحتمالية قد تكشف ذلك، وهذا س

 في حالة التوزيعات الاحتمالية المستمرة أو المتقطعة.
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   إذا كانp=q=     يكون توزيع ذي الحدين متماثل، وإذا كانp     يكون التوزيع ملتوي نحو
 يكون التوزيع ملتوي نحو اليسار.    pاليمين، وإذا كان 

  في حالة ما إذا كانت التجربة غير مكررة؛ أيn=1من  وبسيطة جدا ، فهنا نكون بصدد حالة خاصة
(    ) ،:قانون ثنائي الحد، ويسمى قانون بارنولي ويكون                        

(   )     عندنا حالتين:              (   )    

 ب/ توزيع بواسون: 
، ويتم استخدام هذا (Siméon-Denis Poisson)الفيزيائي والرياضي سمي بهذا الاسم نسبة إلى      

في وحدة من الزمن، بحيث يكون متوسط عدد  عدد محدد من المرات التوزيع لمعرفة احتمال وقوع حادث معين
مرات وقوع هذا الحدث ثابت في هذه الوحدة من الزمن، وتكون مرات وقوع هذا الحدث مستقلة عن بعضها 
البعض، مثل: عدد المكالمات الهاتفية خلال الشهر، عدد حوادث المرور خلال السنة،...الخ، وتكون صيغة قانون 

 توزيع بواسون كالآتي:

   ( )    (   )  
      

  
              

 حيث أن:     
 من الحدث الذي نريد حساب احتمال وقوعه.من المرات : العدد المحدد  

 ، من الحدث المعني. ، احتمال العدد (   ) 

λ.متوسط عدد مرات وقوع الحدث المعني في وحدة من الزمن : 

e2812,2,.....( : أساس نظام اللوغاريتم الطبيعي، ويساوي( . 

( ) وضمن هذا التوزيع يكون الأمل الرياضي مساوي للتباين:          ( )    
دث معين في عدد مرات وقوع ح ( )في التجارب الاحتمالية التي تتبع توزيع بواسون، فإن معرفة متوسط      

دث مستقلة عن بعضها، فإن ذلك  ت مستقبليا، ومختلف مرات هذا الحفترة زمنية ما، وإذا كان هذا المتوسط ثاب
 دث مستقبلا في نفس الفترة الزمنية.  احتمال وقع عدد محدد من هذا الح كافي لحساب
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 التوزيعات الاحتمالية المستمرة )التوزيع الطبيعي(: .1.1

، وهناك العديد من التوزيعات المستمرة، مثل: ةوهي التوزيعات الاحتمالية المتعلقة بالمتغيرات العشوائية المستمر      
أهم هذه التوزيعات، وذلك لأن أغلب الظواهر  التوزيع الطبيعيالتوزيع المنتظم المستمر والتوزيع الأسي، ويعتبر 

تتبع التوزيع الطبيعي، مثل: الوزن، الطول،...الخ، كما أن الكثير من التوزيعات الأخرى يمكن تقريبها للتوزيع 
ي، وهو جرسي الشكل متماثل حول الوسط الحسابي، ويمتد إلى ما لا نهاية اتجاه الجانبين؛ أي أن أغلب الطبيع

 المساحة تكون متمركزة حول الوسط الحسابي.

تكون مقابلة لذروة المنحنى، وتكون  (Mo)من خصائص التوزيع المتماثل هو أن قيمة المنوال  لأنوذلك      
، أي أن قيمة الوسط الحسابي هي التي تكون مكررة أكثر من باقي قيم المتغير نفسها قيمة المتوسط الحسابي

العشوائي، فمثلا لو افترضنا أن المتغير العشوائي يمثل أطوال الأسماك في حوض معين، فإن الأسماك التي طولها 
توزيع هو عبارة عن يساوي الوسط الحسابي هي المكررة أكثر ومتواجدة أكثر في الحوض، والقانون الخاص بهذا ال

 دالة)تابع( الكثافة الاحتمالية، وصياغته كالآتي:

   (      )    (   )  
 

 √  
 
 
 
 
(
   
 
)
 

                

  حيث: 

 
 π   ،μ    ،الوسط الحسابي :σ

 التباين  

( ) ويتم حساب كل من الأمل الرياضي والتباين، كالآتي:            ( )     

 البياني للتوزيع الطبيعي، يكون متماثل )متناظر( ويأخذ شكل جرس، ويمكن توضيح ذلك كالآتي:والتمثيل 

      
 

 

 

                                                           
  Mo  الاحصاء الوصفي. مادةمقاييس النزعة المركزية، ويتم دراسته في من هو 



التوزيعات الاحتمالية                                                          الفصل السادس:                   
 

    
 

على بعد انحراف معيارى واحد إلى يمين ويسار متوسط  اسقاط خطين ومن خصائص هذا التوزيع هو أنه عند     
كذلك   ، من المساحة الكلية تحت المنحنىتقريبا         تمثل  طينالتوزيع فإن المساحة التى يحصرها هذين الخ

تقريبا        انحراف معيارى على جانبى متوسط التوزيع تمثل   عند  طاننجد أن المساحة التى يحصرها الخ
انحرافات معيارية على جانبى متوسط   عند  الخطانأما المساحة التى يحصرها ، من المساحة الكلية تحت المنحنى

 :، أي أنتقريبا من المساحة الكلية تحت المنحنى       التوزيع فتمثل 

    (                    )           

  (                    )           

  (                    )           

حساب التكامل من أجل إيجاد الاحتمال في حالة التوزيع الطبيعي، فإنه يتم تحويل التوزيع الطبيعي  ولصعوبة     
إلى التوزيع الطبيعي القياسي )المعياري(، حيث مهما كان المتغير العشوائي الذي يتبع التوزيع الطبيعي، فإنه يتم 

، وتباينه 0القياسي، حيث وسطه الحسابي يساوي ، يتبع التوزيع الطبيعي Zتحويله إلى متغير عشوائي آخر نسميه 
)         ، وتتم عملية التحويل من خلال القانون الآتي:1يساوي 

   

 
)  

، ويكون شكل التوزيع (     )   فإنه يصبح عندنا:   (      )  حيث إذا كان عندنا        
 الطبيعي المعياري، كالآتي:

 
(    )       ونشير إلى أنه في الحالة العامة يكون:          (    )      

 (     )                                                                              

الطبيعي المعياري له جداول خاصة تسهل حساب الاحتمالات بصيغة معينة فقط، حيث سيتم  والتوزيع     
كَِّن من حساب الاحتمال بصيغة استخ حق(، ومن خلال )أنظر الملا (   ) دام الجدول الذي يمم
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استخدام خاصية التناظر للتوزيع الطبيعي، يمكن حساب مختلف الاحتمالات، ويمكن توضيح ذلك من خلال 
 الأمثلة الآتية:

 :(   ) عندما يكون الاحتمال المطلوب حسابه مصاغ بالشكل  أ/

، 0200والعدد  ,12، نقوم بتجزئة هذا العدد إلى العدد (      ) عندما نريد حساب مثلا ف     
، 10يقع في الخانة  ,12نلاحظ أن العدد  1ومن خلال جدول التوزيع الطبيعي المعياري، وبملاحظة العمود 

، نجد العدد 6، والعمود 10، وبتقاطع السطر 6يقع في الخانة  0200نجد أن العدد  1وبملاحظة السطر 
(      ) حتمال المطلوب؛ أي: ، وهو يمثل الا0293,0 ، ونفس الطريقة يتم        

 استخدامها في حساب الاحتمالات المشابهة.

، فبنفس الطريقة السابقة نجد أن الاحتمال (      ) لحساب كذلك على سبيل المثال      
، إذن: ,020الموافق للعدد  0د ، والعمو 121الموافق للعدد  19المطلوب يقع في الخانة الناتجة عن تقاطع السطر 

 (      )  

، ثم نستخدم (   ) يكون الاحتمال المطلوب مصاغ بأشكال أخرى يتم تحويله إلى الصيغة  عندما/ ب
 جدول التوزيع الطبيعي المعياري لحساب الاحتمال، ويمكن ذكر الأمثلة الآتية: 

  (     )   (    )   (      )                    

(      ) حيث:        .يتم استخراجها من الجدول،        

 (     )   (     )   (     )    [  (    )   (      )] 

                                                          (          )         
 (     )   (    )     (    )    (          )         
 (       )   (     )   (     )                       
 (      )   (      )   (   )   (     )   (   ) 

                                                                                                         

 (        )   (      )   (     )   (     )   (     ) 
   (     )                  
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(   ) ، فإن:     aمن جدول التوزيع الطبيعي المعياري نلاحظ أنه لما        ، فمثلا:       

 (      )   (     )   (   )   (     )           

وبالتالي ينتج عن ذلك، أنه من أجل كل عددين ونشير إلى أن الاحتمال عند قيمة معينة يساوي صفر،      
(     ) ، فإن: a ،bحقيقيين    (    )   (    )   (   )  

 تقريب التوزيعات الاحتمالية: .1.1

 تقريب توزيع ثنائي الحد إلى التوزيع الطبيعي: - أ

مجموعة من الشروط في التجربة نه إذا تحققت لأ ثنائي الحد إلى التوزيع الطبيعي، وذلك يمكن تقريب توزيع    
 جدا الاحتمالية التي تتبع توزيع ذي الحدين، فإنه عند استخدام قانون ذي الحدين تكون العمليات الحسابية صعبة

في الغالب، وفي نفس الوقت فإن استخدام قانون التوزيع الطبيعي في هذه الشروط يعطي نتائج مشابهة وقريبة جدا 
تقترب من  pكبيرة، و   nك يتم استخدام قانون التوزيع الطبيعي، وذلك عندما تكون من قانون ذي الحدين، لذل

حيث ،   :n   ،np ، n(1-p)، وكقاعدة فعموما يعتبر التقريب ملائم إذا توفرت الشروط الآتية020

( )   يكون:          
 
  ( )      

مرة، حيث احتمال أن يظهر وجه في   99أنه عندنا تجربة احتمالية مكررة تتمثل في رمي قطعة نقود  نفرض: مثال
هو متغير عشوائي يمثل عدد الأوجه التي يمكن أن تظهر،  X، وأن 020، واحتمال الظهر هو 026كل تجربة هو 

 مرة. 10ونريد حساب احتمال أن يظهر الوجه أكثر من 

 الحل: 

نلاحظ أن هذه التجربة الاحتمالية المكررة تتبع قانون ثنائي الحد، لكن عند استخدامه فإن القيام بالعمليات      
(   ) الحسابية تكون صعبة جدا:          (  )   (  )     (  ) 

    
   (   )   (   )          

ذلك يتم استخدام قانون التوزيع نلاحظ أنه يصعب القيام بالعمليات الحسابية لحساب هذا الاحتمال، ل     
 كتقريب لقانون ثنائي الحد، لأن شروط التقريب متوفرة، حيث:  الطبيعي

                                                           
  شروط أكثر كلما كان التقريب أصح وأدق.الما تحققت لفي بعض المراجع قد يتم صياغة هذه الشروط بكيفيات أخرى، والمهم هو مراعاة أنه ك 
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n=33  ،          026×99np=  ،          020×99nq= 

،              وعند استخدام التوزيع الطبيعي، بحيث:      
 
وعند القيام           

بتصحيح الاستمرارية )أنظر معنى تصحيح الاستمرارية في الأسفل(، يصبح الاحتمال المطلوب هو 
 (     )ويتم حسابه كالآتي ،  : 

 (     )   ( 
         

√    
)    

                    (      )   
                   (       )   (    ) 

                     (      )   (    )                      
يمكن استخدام التوزيع الطبيعي كتقريب لتوزيع بواسون، وهذا  تقريب توزيع بواسون إلى التوزيع الطبيعي: - ب

   ، حيث يكون:   إذا كان: 
 
     

 الحد، ثنائي لتوزيع كتقريب بواسون توزيع استخدام يمكن :بواسون توزيع إلى الحد ثنائي توزيع تقريب  - ت
 . ≥n  ،   np:  يكون بحيث جدا، كبيرة nو جدا، صغيرة p قيمة تكون عندما جيد كتقريب ويعتبر

 تصحيح الاستمرارية عند الانتقال من توزيع متقطع إلى مستمر:   - ث

نشير إلى أنه بصفة عامة عند تقريب توزيع احتمالي متقطع إلى توزيع احتمالي مستمر فإنه ينبغي القيام      
، وذلك لأنه سيتم الانتقال من متغيرة عشوائية متقطعة إلى متغيرة عشوائية مستمرة، لذلك بتصحيح الاستمرارية

يتم تحويل كل قيمة للمتغير العشوائي إلى مجال، لأن في التوزيع المستمر يكون احتمال قيمة معينة هو الصفر، وتتم 
 020وإنقاص  020ويكون ذلك بإضافة عملية التحويل بحيث نزيل التقطع والانفصال بين القيم )أعداد طبيعية(، 

،  9،  ,، 1 لكل قيمة من قيم المتغير العشوائي المتقطع، فنفرض مثلا أن قيم المتغير العشوائي المتقطع، هي 
، وبالتالي نلاحظ أنه  920-20, – 20,-120،  120-020 فتصبح مجالات المتغير العشوائي المستمر هي 

، فإنه يتم استبدال aالحالة العامة  عندما يكون المتغير العشوائي يساوي قيمة أصبحت هناك استمرارية، أي أنه في 
(     )]    هذه القيمة بالمجال:  (     )] 

إذن ففي التوزيعات التي تم دراستها، فإنه عند تقريب توزيع ثنائي الحد أو توزيع بواسون إلى التوزيع الطبيعي،    
 الة، ففي الحالة ــــ، على حسب الح020اص ـــالاستمرارية، والتي تتضمن إضافة أو إنقام بتصحيح ـــــفإنه ينبغي القي

                                                           
  .بعض المراجع قد يغفل عن فكرة تصحيح الاستمرارية ولا يأخذ بها 



التوزيعات الاحتمالية                                                          الفصل السادس:                   
 

    
 

(   )                                    :يكون ذلك كالآتي العامة   (             )  

   (  )   ( [(     )  (     )])   (      ) 

 (   )   (  [(     )  (     )])   (       ) 

 (  )   ( [(     )  (     )])   (      ) 

 (  )   ( [(     )  (     )])   (      ) 

 (   )   ([(     )  (     )] [(     )  (     )]) 

                      (           ) 

 (     )    ([(     )  (     )]    [(     )  (     )]) 

                             (             ) 

 (    )    ([(     )  (     )]  [(     )  (     )]) 

                          (            ) 

 (    )    ([(     )  (     )]   [(     )  (     )]) 

                           (            ) 

تم الإشارة إليه سابقا، فإننا نذكر مرة أخرى، أنه في حالة عندنا تجربة تتبع توزيع مستمر في الأصل، أو  وكما     
تتبع توزيع متقطع وقمنا بتقريبها لتوزيع مستمر، فإنه يكون عندنا احتمال مجال فقط، ولا يكون عندنا احتمال 

(   ) قيمة معينة، لأن الاحتمال عند قيمة معينة يساوي صفر، أي:   وبالتالي ينتج عن هذا في ،   
(     ) : عند التوزيع المستمر يكون الحالة العامة   (    )   (    )   (   ) 

عند حساب الاحتمال في مجال معين، فإنه  في حالة التوزيعات المستمرة )مثل التوزيع الطبيعي(، فإنه أي أنه     
 حد الطرفين أو كلاهما، لأن النتيجة ستكون نفسها. لا يهم أن يكون مغلق أو مفتوح من أ
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 .تمارين محلولة .1
 /1تمرين 

هو متغير عشوائي  x، نفرض أن 0260مرات، حيث احتمال أن يظهر وجه هو  0نقوم برمي قطعة نقود       
 يمثل عدد الأوجه التي تظهر، فما احتمال أن يظهر:

 مرات؟ 9/ وجه 1

 / وجه في جميع الرميات؟,

  مرات؟ 0/ ظهر 9

 / وجهين على الأكثر؟0

 الحل:

قلة عن نلاحظ أن هذه التجربة الاحتمالية تتبع توزيع ذو الحدين، وذلك لأنها تتضمن تجارب متتالية مست     
يمثل عدد الأوجه،  xدثين )نتيجتين( فقط )وجه أو ظهر(، وبما أن المتغير العشوائي بعضها، وكل تجربة تتضمن ح

، p=0,65، ولدينا: q=1-p، حيث: q، ولاحتمال نتيجة ظهر بــ pحتمال نتيجة وجه بـــ إذن نرمز لا
q=1-            . 

(   ) مرات هو:          9احتمال ظهور وجه  /1    
  (    )  (    )         

(   )  / احتمال ظهور وجه في جميع الرميات هو:,    
  (    )  (    )          

 مرات، معناه ظهور وجه واحد، واحتمال ذلك هو: 0ظهور ظهر  /9

 (   )    
  (    )  (    )         

 احتمال ظهور وجهين على الأكثر هو:  /0

 (   )   (   )   (   )   (   ) 
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  (    )  (    )    

  (    )  (    )    
  (    )  (    )        

 /1تمرين 

في تخصص معين في جامعة ما، وحسب التجربة في سنوات سابقة، فإن متوسط عدد الطلبة الذين يمكن أن       
 طلبة، فما احتمال أن ينجح في السنة القادمة:  ينجحوا في سنة معينة هو 

 طلبة؟ 0/ 1

 طلبة؟  / ,

 طلبة؟ 8/ 9

 /   طالبين على الأقل؟0

 طلبة؟ 9/    أقل من 0

 / طالبين فأقل؟      6

  الحل:

، حيث المتغير العشوائي يمثل عدد النجاحات، ونرمز بواسوننلاحظ أن هذه التجربة الاحتمالية تتبع توزيع      
λ، ومتوسط عدد النجاحات هو: Xله بــ    . 

(   ) طلبة:  0/ احتمال أن  ينجح 1  
     

  
 
     

  
 
       

   
        

(   )                           طلبة:  احتمال أن ينجح  /,  
     

  
 
         

     
        

(   ) طلبة:            8/ احتمال أن ينجح 9  
     

  
 
        

    
        

(  )      احتمال أن ينجح طالبين على الأقل:                                  /0     (  )    

                 [ (   )   (   )] 

    (
     

  
 
     

  
)    (    )                   
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(  ) طلبة:  9احتمال أن ينجح أقل من  /    (   )   (   )   (   )   

  
     

  
 
     

  
 
     

  
 (      )                   

(   )          احتمال أن ينجح طالبين فأقل:                   /6   (  )          

 /1تمرين 

شيكات بدون رصيد  0أحد البنوك، وحسب الخبرة والتجربة الواقعية في الماضي، فإنه يستلم في المتوسط  في     
 في اليوم، فما احتمال أن يستلم:

 شيكات بدون رصيد في اليوم الموالي؟ 6/ 1

 شيكات بدون رصيد في اليوم الموالي؟ 0/ على الأقل ,

 شيكات بدون رصيد في الأسبوع الموالي؟ 10/ 9

 / على الأكثر شيكين بدون رصيد في الأسبوع الموالي؟0

 الحل:

 شيكات بدون رصيد في اليوم الموالي: 6/احتمال أن يستلم 1

، حيث المتغير العشوائي يمثل عدد الشيكات بدون بواسوننلاحظ أن هذه التجربة الاحتمالية تتبع توزيع      
λ، وXوم، ونرمز له بــ رصيد في الي ، هو متوسط عدد الشيكات بدون رصيد في اليوم، وبالتالي الاحتمال   

(   ) المطلوب، هو:                                                      
     

  
 

  (   )  
     

  
 
       

   
                         

 شيكات بدون رصيد في اليوم الموالي، هو: 0/ احتمال أن يستلم على الأقل ,

  (  )     (  )    [ ( )   ( )   ( )   ( )] 



التوزيعات الاحتمالية                                                          الفصل السادس:                   
 

    
 

   [
     

  
 
     

  
 
     

  
 
     

  
] 

   (               )             

شيكات بدون رصيد في الأسبوع الموالي: متوسط عدد الشيكات بدون رصيد في  10/ احتمال أن يستلم 9
 الأسبوع، هو:  

 
ونرمز للمتغير العشوائي الممثل لعدد الشيكات في الأسبوع ،            

 وبالتالي يكون الاحتمال المطلوب هو: ،Yبـــ 

 (   )  
  
 
    

  
 

   (    )  
        

   
                   

 / احتمال أن يستلم على الأكثر شيكين بدون رصيد في الأسبوع الموالي، هو:0

 (   )   ( )   ( )   ( )  
       

  
 
       

  
 
       

  
 

                            [          ]                   

 /4تمرين

سم، وبافتراض أن طول السمكة ,سم، بانحراف معين يقدر بــ 10طول الأسماك في نهر معين هو  متوسط     
 يخضع للتوزيع الطبيعي.

 يصطاد، فما احتمال أن يصطاد سمكة طولها:أ/ إذا كان شخص معين يريد أن 

 سم؟ 11/ أقل من  

 سم؟10/ أقل من  

 سم؟ 6/ أقل من  

 سم؟0,/ أقل من  
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 سم؟220/ أكبر من  

 سم؟,1سم، وأقل من 3/ طولها أكبر من  

 سم؟11سم، أو أكبر من  / أقل من  

 .02,020 تم اصطياد سمكة، احتمال اصطيادها هو/ ب

 ؟aفأوجد قيمة ،  a  في المجال  إذا كان طولها يقع -1

 ؟bفاستنتج قيمة ،     إذا كان طولها يقع في المجال  -,

 الحل:  

 ( )  
 

 √  
 
 
 
 (
(   ) 

  
)
 

 

 √  
  
 
 (
(    ) 

 ) 

تكامل تمثل دالة الكثافة الاحتمالية، ولحساب احتمال معين ينبغي حساب  ( ) نذكر مرة أخرى أن       
التعويض مباشرة، لذلك ينتج عن ذلك أن احتمال عن قيمة معينة يساوي صفر، لأن تكامل  هذه الدالة وليس

هذه الدالة )المساحة(، عن قيمة )نقطة( يساوي صفر )مساحة معدومة(، لذلك لو طلب منا حساب احتمال 
الاحتمالية  في دالة الكثافة 10سم، فاختمال ذلك يساوي صفر، وأما لو عوضنا القيمة 10اصطياد سمكة طولها 

برسم خط عمودي بين  سنجد قيمة، لا تعتبر احتمال أصلا، وإنما هندسيا تمثل طول الخط العمودي إذا قمنا
 ( على خط الفواصل، وحتى منحنى التوزيع الطبيعي لدالة الكثافة. 10النقطة )

لذلك في التوزيع الطبيعي يتم حساب احتمال مجال معين، وبما أن حساب التكامل يكون صعب جدا، فإنه      
يتم تحويل التوزيع الطبيعي إلى التوزيع الطبيعي المعياري، ثم الاستعانة بالجداول المخصصة لذلك، بدون الحاجة إلى 

 حساب التكامل.

 سم:11احتمال اصطياد سمكة طولها أقل من  /1-أ

 (   )   ( 
     

 
)   ( 

 

 
)   (    )   (  

 

 
) 
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 سم:  احتمال اصطياد سمكة طولها أقل من  /,-أ

 (   )   ( 
     

 
)   ( 

 

 
)   (  )   (    )      

 سم:6سمكة طولها أقل من / احتمال اصطياد 9-أ

 (  )   ( 
    

 
)   (   )   (  ) 

      (  )    (          )         

 سم:0,/ احتمال اصطياد سمكة طولها أقل من 0-أ

 (   )   ( 
     

 
)   (  )   (    )         

 سم:   احتمال اصطياد سمكة طولها أكبر من  /0-أ

 (    )   ( 
      

 
)   (      )   (       )   (    ) 

                   (      )   (    )                    

 سم:,1سم، وأقل من 3/ احتمال اصطياد سمكة طولها أكبر من 6-أ

 (    )   (
    

 
 

     

 
)   (

  

 
  ) 

                       (
  

 
  )   (   )   (  

 

 
)   (   ) 

                                                                                 

 سم:11سم، أو أكبر من  / احتمال اصطياد سمكة أقل من 8-أ

 [(  ) (   )]   (  )   (   )   ( 
    

 
)   ( 

     

 
) 

                               (     )   (    )   (    )   (    )  

                              (    )   (     )   (    )   (     )  
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 :02,020 تم اصطياد سمكة، احتمال اصطيادها هو /ب

 : a  ، إذا كان طولها يقع في المجال aإيجاد قيمة  /1-ب

 (    )          (
     

 
 

    

 
)         

                              (  
    

 
)         

     )من الجدول الاحصائي للتوزيع الطبيعي المعياري(
    

 
              

 سم.    سم   إذن طول هذه السمكة يقع في المجال:      

 :    ، إذا كان طولها يقع في المجال b/ استنتاج قيمة ,-ب

، وذلك باستخدام خاصية التناظر      استنتاج أن  يمكن فمن السؤال السابق،     ، أن بما     
متناظرين حول المتوسط         والمجال         للتوزيع الطبيعي، حيث أن المجال 

 .02,020، وبالتالي يكون لهم نفس الاحتمال     

 ويمكن التأكد من ذلك كالآتي:       

 (    )          (
    

 
  )           

                              (  
     

 
)   (التناظر خاصية باستخدام)         

       )من جدول التوزيع الطبيعي(                     
     

 
             

 /5تمرين 

عند حقن ، 02001ار سلبية نتيجة الحقن هو عند حقن شخص بمصل معين، فإن احتمال أن يعاني من آث     
 أشخاص من آثار سلبية، وذلك باستخدام: 0شخص، فما هو احتمال أن يعاني  9000



التوزيعات الاحتمالية                                                          الفصل السادس:                   
 

    
 

 ذي الحدين؟/ توزيع 1

 / توزيع بواسون كتقريب لقانون توزيع ذي الحدين؟,

 الحل:

 / استخدام توزيع ذي الحدين:1

، n=3000 ،p=0,001أن هذه التجربة الاحتمالية تتبع في الأصل توزيع ثنائي الحد، حيث:  نلاحظ     
q=0,999:وعند استخدام قانون ثنائي الحد، حيث الاحتمال المطلوب، هو ، 

 (   )       
  (     )  (     )            

 / استخدام توزيع بواسون كتقريب لقانون ذي الحدين:,

كبيرة جدا   nهي قيمة صغيرة جدا،  p=0,001أن شروط التقريب متوفرة، حيث:  نلاحظ     
(n=3000     ،    02001×np=3000 . 

 الاحتمال المطلوب هو:، وبالتالي يكون       نستخدم قانون بواسون، حيث  إذن     

         (   )        

  
        (   )        

  
         

 ظ أنه تقريبا نفس نتيجة الاحتمال عند استخدام توزيع ثنائي الحد أو توزيع بواسون.ونلاح     

 /6تمرين 

مركز للحماية المدنية، حيث في كل مكالمة، فإن  فييتم استقبال العديد من المكالمات الهاتفية لطلب النجدة      
( أن تكون تستحق الحالة المبلغ عنها تدخل أفراد الحماية المدنية، ففي فترة زمنية معينة تم استقبال  0280احتمال )

 مكالمة هاتفية، فما احتمال أن يكون: 80

 مكالمة تستحق التدخل؟ 60/ 1

 لتدخل؟مكالمة هاتفية على الأكثر تستحق ا 00/ ,
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 مكالمة هاتفية تستحق التدخل؟ 60وأقل  00/ أكثر من 9

 الحل:

، n=80 ،p=0,75أن هذه التجربة الاحتمالية تتبع في الأصل توزيع ثنائي الحد، حيث:  نلاحظ     
q=0,25القيام بالعمليات الحسابية صعب جدا، لذلك ينبغي تقريب  د استخدام قانون ثنائي الحد، فإن، وعن

 هذا التوزيع إلى توزيع آخر.

، لكن شرط   n=70ونلاحظ أن تقريب توزيع ثنائي الحد إلى توزيع بواسون لا تتوفر فيه الشروط، لأن:      
np     :غير محقق، لأن      =0280×np=70. 

،        n=70   ،np=52,5فهي متوفرة، حيث:  يعيالتوزيع الطبأما شروط التقريب إلى     
nq=17,5                           :حيث يكون ،   ( )          

 
 
  ( )                          

(    ) مكالمة تستحق التدخل:                  60/ احتمال أن يكون 1   (         )      

                         (
         

√      
 

         

√      
) 

                         (         ) 
  (      )   (      )                                                   

(    ) مكالمة هاتفية على الأكثر تستحق التدخل:    00/ احتمال أن تكون ,   (      )      

                      ( 
         

√      
) 

        (      )   (     )                                                            

                         (      )                       

 مكالمة هاتفية تستحق التدخل: 60وأقل  00/ احتمال أكثر من 9

  (     )   (         )      
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                           (
         

√      
 

         

√      
) 

                         (          )    (      )                  

 /7تمرين 

دقائق، فما احتمال أن تستقبل بين 0مكالمة هاتفية كل  1,20وكالة سياحية تستقبل في المتوسط      

 :       و       

 مكالمات هاتفية؟ 3/ أقل من 1

 مكالمات هاتفية على الاكثر؟ 3/ ,

 مكالمات؟ 10/ 9

 مكالمة هاتفية؟ 10/ أكثر من 0

 مكالمة هاتفية ؟  10وأقل من أو يساوي  0/ أكثر من 0

 الحل:

، لكن حسب صيغة       أن هذه التجربة الاحتمالية تتبع في الأصل توزيع بواسون، حيث:  نلاحظ     
الأسئلة فإن استخدام هذا التوزيع يتطلب عمليات حسابية طويلة وصعبة،  لذلك سيتم استخدام التوزيع الطبيعي  

 ، حيث يكون:        كتقريب لتوزيع بواسون، لأن شروط التقريب متوفرة، لأن: 

μ           . 

(  )                                   مكالمات هاتفية:  3/ احتمال استقبال أقل من 1   (    )      

                   ( 
        

√    
) 

                 (      ) 

                  (     )       (      )                    
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(   )                   مكالمات هاتفية على الأكثر:  3/ احتمال استقبال     (    )      

                   ( 
        

√    
) 

                 (      ) 

                  (     )       (      )                    

(    )                             مكالمات هاتفية: 10/ احتمال استقبال 9   (        )      

                         (
        

√    
 

         

√    
)         

                         (           )                
                         (         )          

              (      )   (      )                     

(   )                         مكالمة هاتفية: 10/ احتمال استقبال أكثر من 0   (     ) 

                            ( 
         

√    
) 

                    (     )       (      )                    

 مكالمة هاتفية:  10وأقل من أو يساوي  0/ احتمال استقبال أكثر من 0

       (     )   (        ) 

                     (
        

√    
 

         

√    
) 

                     (          ) 
                      (      )   (      )                       

 



 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الخـــــــــــــــــــــــــــاتمة
 



 الخاتمة
 

    
 

  الخاتمة:

)الاحتمالات(، فقد تضمنت ملخصات  2من خلال هذه المطبوعة، والتي هي ضمن مقياس الاحصاء     
لمختلف المحاور، وأيضا تمارين محلولة لكل محور، وقد تم الحرص قدر المستطاع أن تكون التمارين في مستوى 

فهم جيدا، لأن ال، وهذا حتى يتمكن الطالب من مكانيط والتفصيل في الحل قدر الإالطلبة، وأن يتم التبس
، وبفهم محتوى هذه المطبوعة ياس يتطلب حل الكثير من التمارينملخص الدرس غير كافي، ولأن مضمون هذا المق

محتوى  يسهل عليه التعمق أكثر في فهممادة الاحتمالات، وبما يمكنه و الطالب متمكن من جوهر وأساس  يصبح
د ذلك، فيمكنه الرجوع إلى الكثير من الكتب التي تتضمن دروس وتمارين متعددة ومختلفة، هذا المقياس إذا أرا

 هذه المطبوعة الجد متواضعة. إنجازأرجو أن أكون قد وُفقت في و 

 تمنياتي بالتوفيق والنجاح لكل الطلبة.                                            
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